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Prefacio 


Cuando comencé, en el 2009, mi carrera docente en la Universidad Nacional de Colom- 
bia - Sede Manizales, se me encomendó dictar un curso sobre Teoría de la Elasticidad 
(Mecánica de Sólidos) a estudiantes de quinto semestre del pregrado de Ingeniería Civil. 
Mi principal reto radicó en que no encontré en la literatura disponible, en inglés o en es- 
pañol, algún texto guía apropiado para el nivel de conocimiento y dominio matemático 
de mis estudiantes, ya que la mayor parte de textos eran de posgrado. A mi parecer, mu- 
chos autores escriben para sus colegas y no para sus alumnos, ya que es común que en 
las publicaciones se omitan los pasos intermedios, las interpretaciones y las conclusiones 
porque se consideran obvias, mientras que para quienes se están formando difícilmente 
lo son. Por lo tanto, una vez concluido ese primer semestre del 2009, le solicité a Gilber- 
to Alejandro Ortiz García, uno de mis más brillantes estudiantes, que transcribiera mis 
apuntes de clase. Para mi sorpresa, Gilberto no solo transcribió mis notas, sino todas 
las suyas. Dichos apuntes fueron el esbozo de una obra de más de mil páginas que se 
dividieron en tres volúmenes, los cuales recogen la experiencia docente de más de doce 
años durante los cuales dicté por más de treinta veces no solo los cursos de Teoría de 
la Elasticidad 1 y 2, sino también los cursos Análisis Estructural por el Método de los 
Elementos Finitos 1 y 2. 

El primero de esos volúmenes es el libro que tiene ahora usted en sus manos; aquí 
se presentan los fundamentos de la teoría de la elasticidad y se discuten temas como 
tensiones o esfuerzos, pequeñas deformaciones, ley de Hooke, así como las ecuaciones 
diferenciales fundamentales de la elasticidad en coordenadas rectangulares y cilíndricas. 
En el segundo volumen (Álvarez-Marín, 2023a), se presentará la aplicación de dichos 
fundamentos; allí se resolverán las ecuaciones diferenciales de la elasticidad utilizando 
el método de las diferencias finitas y Microsoft Excel, se estudiará la torsión de barras, el 
enfoque energético de la elasticidad y se hará una introducción a las teorías de falla de 
materiales. Finalmente, en el tercer volumen (Álvarez-Marín, 2023b), se analizarán las 
teorías de vigas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko-Ehrenfest, las teorías de losas de 
Kirchhoff-Love y de Mindlin y la estabilidad elástica de barras. 

El propósito principal de esta obra es llenar ese vacío que encontré en la literatura 
con un texto que deduce paso a paso, pero sin reducir el nivel matemático, las ecuacio- 
nes propias de la teoría de la elasticidad lineal, teniendo muy presente la motivación 
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detrás de cada deducción, su interpretación física y la aplicabilidad de las ecuaciones y 
conceptos propios del tema. 

La teoría de la elasticidad lineal analiza el comportamiento de cuerpos hechos de 
material elástico lineal sujetos a deformaciones muy pequeñas. A pesar de dichas limita- 
ciones, esta teoría abarca un amplio campo de aplicación en ingeniería y es un requisito 
fundamental para entender a fondo la matemática que subyace a los modernos paquetes 
de análisis y diseño estructural que se encuentran por doquier en el mercado. El libro está 
pensado como texto guía no solo para el curso de Teoría de la Elasticidad sino también 
para los posteriores cursos de Elementos Finitos (análisis estructural unidimensional, 
bidimensional, tridimensional y axisimétrico), Mecánica Computacional o Plasticidad. 

Esta obra está dirigida principalmente a estudiantes de pregrado y posgrado de In- 
geniería Civil o Ingeniería Mecánica, y asume que se han cursado previamente asigna- 
turas sobre álgebra lineal, cálculo univariado y multivariado, ecuaciones diferenciales, 
resistencia de materiales y programación de computadores; además, supone familiari- 
dad con el lenguaje de programación Matlab. Por otro lado, dado que muchas de las 
ecuaciones aquí deducidas son bastante engorrosas, se utiliza el software de álgebra sim- 
bólica Maxima para su deducción. Los códigos de Matlab y Maxima analizados en el li- 
bro se pueden encontrar en https://github.com/diegoandresalvarez/solidos/tree/master/ 
codigo. Allí también está la mayor parte de estos códigos traducidos a Python en la for- 
ma de Jupyter Notebooks. 

Durante la pandemia del covib-19 los docentes nos enfrentamos al reto de enseñar 
de formas diferentes. En particular, yo escogí una metodología conocida como el “au- 
la invertida”. Este enfoque requiere que el profesor realice unos videotutoriales de sus 
clases. Para tal fin, hice unos tutoriales, tan completos y bien hechos como mis limita- 
ciones lo permitieron, donde explico los temas analizados en varios capítulos del libro, 
especialmente, los más complicados; estos tutoriales están disponibles en YouTube. Es- 
tos videos son un excelente complemento del libro, ya que incluso en algunos de ellos 
abordo temáticas que no están incluidas en este texto. 

Podría afirmar que esta obra no solo es de mi autoría, sino de la autoría de mis cien- 
tos de estudiantes, ya que mediante el uso de una wiki (ShoutWiki y en especial de la 
difunta Wikispaces), ellos corregían cada tilde, coma y concepto poco claro del texto, 
contribuían con gráficas y ejemplos que clarificaban ciertos conceptos, corregían estilo, 
y en general, hacían del texto uno fácil de leer, a cambio de unas cuantas décimas; es 
tanto así que en las primeras versiones de este libro yo recibía a muchos estudiantes en 
mi oficina con dudas, pero ya con las últimas versiones eran pocas las citas que estos me 
solicitaban. Por lo tanto, quiero agradecer a cada uno de mis estudiantes que contribuyó 
para que este libro fuera mejor; espero me perdonen por no listarlos aquí uno a uno, 
porque si así fuera, tendría que escribir varias hojas con sus nombres. También quiero 
agradecer a los profesores Carlos Eduardo Arango Restrepo, Cristhian Camilo Mendo- 
za Bolaños, Daniel Alveiro Bedoya Ruiz, Jorge Eduardo Hurtado Gómez, Jairo Andrés 
Paredes López, Luis Ricardo Vásquez Varela y Oscar Correa Calle, quienes sugirieron 
temáticas importantes que debía tratar; Juan Pablo Herrera Castaño me ayudó con el en- 
sayo para obtener la fotografía mostrada en la figura 4.26; Juan Nicolás Ramírez Giraldo 


XII 


y Michael Heredia Pérez tradujeron varios de los códigos de este volumen a Python y Sa- 
lomé Ángel Echeverry elaboró las animaciones de GeoGebra mostradas en el capítulo 2. 
Finalmente, quiero agradecer a mi familia y a la Universidad Nacional de Colombia por 
brindarme el tiempo, el espacio y los recursos para escribir este texto. 

Cualquier sugerencia de adición de temas para una nueva edición, reporte de errores 
o de temas poco claros o cualquier otro comentario constructivo sobre el libro siempre 
será bienvenido. Mi correo es daalvarez0unal.edu.co. 


DIEGO ANDRÉS ÁLVAREZ MARÍN 
Manizales (Colombia), 21 de febrero del 2023 
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CAPÍTULO 


Conceptos básicos 


El material de las secciones 1.3 y 1.4 está explicado en los 
videos de YouTube que aparecen en la siguiente lista de 


reproducción: https://www.youtube.com/playlist? 
list=PLOq9elBrzPDHGRNnsNqhGFy4IHYeccOm- 


En este capítulo consideraremos conceptos clave como ¿qué es la mecánica de sólidos?, 
¿cuáles son sus ramas de estudio?, ¿qué es un sólido?, ¿cuáles son las propiedades de un 
sólido elástico?, entre otros temas de interés. 


1.1. ¿Qué es la mecánica de sólidos? 


La mecánica de sólidos es la rama de la mecánica clásica que estudia el comportamiento 
de la materia sólida deformable sometida a acciones externas como las fuerzas super- 
ficiales, los cambios de temperatura o los desplazamientos aplicados. A continuación, 
explicaremos con más detalle los elementos de esta definición. 

Por su parte, la mecánica clásica (figura 1.1) es la rama de la física que estudia el 
comportamiento de los cuerpos macroscópicos físicos (desde vigas, péndulos y partes 
de máquinas hasta objetos como planetas, estrellas y galaxias) cuando están sujetos a 
fuerzas o desplazamientos. Esta se puede dividir en varias ramas: 


» La cinemática, que describe el movimiento de los cuerpos sin considerar las razo- 
nes que lo causaron. 


+ La dinámica, que trata la relación entre el movimiento de los cuerpos y sus causas 
(las fuerzas); adicionalmente, estudia algunas propiedades de los cuerpos como la 
masa y la cantidad de movimiento. 


1. CONCEPTOS BÁSICOS 


e Cinemática 

e Dinámica 

e Estática 

e Mecánica celeste 

e Mecánica relativista 


Mecánica Pepe o 
e Mecánica estadística 


clásica 


e Mecánica de fluidos 
Mecánica del 2 e Teoría de la elasticidad 
: Ñ Mecánica p Lo 
medio continuo | e Mn e Teoría de la plasticidad 
de sólidos . . Ñ 
e Resistencia de materiales 


Figura 1.1. Taxonomía de la mecánica clásica. 


La estática, que analiza la influencia de las fuerzas y los torques aplicados sobre sis- 
temas físicos en estado de equilibrio; es decir, en una situación donde las posiciones 
relativas de los subsistemas no varían con el tiempo o donde estos se mueven con 
velocidad constante. 


+ La mecánica celeste, que estudia el movimiento de las estrellas, los planetas y otros 
cuerpos celestes. 


+ La mecánica relativista, que incluye la teoría especial y general de la relatividad, y 
que estudia el comportamiento de cuerpos que se mueven a una velocidad cercana 
a la de la luz. 


» La mecánica estadística, que utiliza las propiedades microscópicas de los átomos 
y moléculas para explicar, desde un punto de vista estadístico y mecánico, las pro- 
piedades macroscópicas y termodinámicas de los materiales que se observan en 
la vida diaria. 


+» La mecánica del medio continuo. 


La mecánica del medio continuo es una rama de la mecánica clásica que propone un 
modelo unificado para el estudio de los cuerpos sólidos y los fluidos (líquidos y gases) 
modelados como un continuo. El concepto del continuo consiste en asumir que la sustan- 
cia que conforma un determinado cuerpo está distribuida completamente en el espacio 
que ocupa; de este modo, no tiene en cuenta que los materiales están conformados por 
átomos entre los cuales existen espacios vacíos y que, generalmente, tienen alguna cla- 
se de estructura heterogénea; así mismo, la mecánica del medio continuo supone que 
cantidades físicas como la densidad o la masa se pueden aproximar como un límite infi- 
nitesimal. 

La mecánica del medio continuo se clasifica a su vez en dos grandes grupos: la mecá- 
nica de fluidos y la mecánica de sólidos. La mecánica de fluidos estudia el movimiento 
de los gases y de los líquidos, así como las fuerzas que lo provocan. Como se dijo, la 


1.2. ¿QUÉ ES UN SÓLIDO? 


mecánica de sólidos estudia, por su parte, el comportamiento de los cuerpos formados 
por materiales sólidos bajo el efecto de acciones externas como fuerzas y cambios por 
temperatura. Esta a su vez se subdivide así: 


» La teoría de la elasticidad, que describe los materiales que recuperan su forma si 
se retiran las fuerzas causantes de la deformación. 


» La teoría de la plasticidad, que describe los materiales que sufren deformaciones 
permanentes y no recuperables tras la aplicación de fuerzas suficientemente gran- 
des; en el ámbito de la ingeniería civil, esta teoría tiene gran aplicación en ingenie- 
ría estructural, de pavimentos y geotécnica. 


. La resistencia de materiales clásica. 


La resistencia de materiales clásica es una particularización de la mecánica de sólidos 
que estudia los sólidos deformables mediante modelos simplificados en relación con la 
geometría, la forma de carga y la distribución de esfuerzos y deformaciones al interior del 
elemento. Con ella se pueden establecer con suficiente aproximación las ecuaciones de 
comportamiento de vigas, columnas, arcos, placas y láminas; esta se usa principalmente 
en la teoría general de estructuras. 

Veremos a lo largo del libro que los métodos elementales de la resistencia de mate- 
riales resultan inadecuados para encontrar la distribución de esfuerzos que se producen 
en las estructuras; esta es la razón de ser de la mecánica de sólidos. Anotaremos que 
la mecánica de sólidos provee las ecuaciones básicas que son resueltas por los moder- 
nos paquetes de análisis de sistemas estructurales,' los cuales utilizan el método de las 
diferencias finitas o el método de los elementos finitos. 


1.2. ¿Qué es un sólido? 


Debemos entender qué es un sólido antes de proceder con su estudio. En particular, 
es importante distinguir cuál es la diferencia entre sólido y fluido, lo cual haremos a 
continuación. 

Los estados de la materia, que son estudiados por una rama de la física llamada física 
de la materia condensada, están divididos clásicamente en sólido, líquido, gas y plasma;? 
a continuación, caracterizaremos dichos estados: 


» El estado sólido es aquel para el cual las atracciones intermoleculares mantienen las 
moléculas en una disposición geométrica que conserva sus relaciones espaciales 


fijas. 


Cuando hablamos de sistema estructural nos referiremos a toda entidad diseñada para resistir fuerzas 
y que responde ante estas por medio de una deformación; ejemplos de sistemas estructurales son la 
masa de roca bajo una cimentación, columnas, vigas, losas de pavimento, ejes de un motor, etc. 
Tenga en cuenta que existen aún más estados de la materia que generalmente no se mencionan. Ver, 
por ejemplo, http://en.wikipedia.org/wiki/State_of_matter, para saber más de este tema. 
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» Elestado líquido se caracteriza porque las atracciones intermoleculares mantienen 
a las moléculas en proximidad, pero no en relaciones espaciales fijas. 


» En el estado gaseoso, las moléculas están comparativamente separadas y las atrac- 
ciones intermoleculares tienen un efecto pequeño en sus movimientos respectivos. 


+ El plasma es un gas constituido por partículas cargadas (iones) libres, cuya dinámi- 
ca presenta efectos colectivos dominados por las interacciones electromagnéticas 
de largo alcance entre ellas. El plasma es un estado de agregación de la materia 
con características propias diferenciándose, de este modo, del estado gaseoso en 
el que no existen efectos colectivos importantes. 


Un cuerpo sólido se caracteriza porque opone resistencia a la deformación (cambios 
de forma y de volumen); en contraste con los líquidos y los gases, la mayor parte de los 
sólidos tienen altos valores del módulo de Young E y del módulo de cortante G (estos 
conceptos se definirán en las secciones 4.3 y 4.3.2, respectivamente); los fluidos, por su 
parte, tienen un módulo de cortante G bajo y, por lo general, exhiben la capacidad de 
deformarse continuamente (fluir) bajo la acción de un esfuerzo cortante aplicado. 

Podemos clasificar los sólidos de acuerdo con la forma en la que estos responden al 
esfuerzo aplicado en sólido rígido, elástico, viscoelástico y plástico: 


Sólido rígido: es aquel que, ante cualquier esfuerzo, por grande que sea, no se deforma; 
por lo tanto, en este tipo de sólido la distancia intermolecular es invariable. 


Sólido elástico: es aquel que al ser sometido a fuerzas se deforma; sin embargo, luego 
de suprimir dichas fuerzas, el sólido recupera su forma inicial. 


Sólido viscoelástico: es aquel que se comporta elásticamente, pero que también posee 
amortiguamiento; de este modo, cuando se remueve el esfuerzo aplicado, el só- 
lido tiene que hacer un trabajo contra los efectos de amortiguamiento y este es 
convertido en calor dentro del material. Así, la deformación del sólido depende 
del tiempo; este comportamiento se encuentra en los tendones, ligamentos y teji- 
dos del cuerpo humano y en ciertos polímeros. 


Sólido plástico: por lo general, se comportan elásticamente cuando se les aplica un es- 
fuerzo menor que el esfuerzo de fluencia (este concepto se estudiará en la sec- 
ción 4.2); cuando se sobrepasa dicho esfuerzo, el material se deforma permanen- 
temente y no retorna a su forma inicial después de retirar la carga aplicada. 


En lo que resta del libro, estudiaremos principalmente el comportamiento de siste- 
mas estructurales fabricados con sólidos elásticos, por lo que describiremos sus propie- 
dades a continuación. 


1.3. PROPIEDADES DEL SÓLIDO ELÁSTICO ISÓTROPO 


1.3. Propiedades del sólido elástico isótropo 


Los sólidos que usualmente se analizan en la teoría de la elasticidad se idealizan por las 
siguientes propiedades: 


Isotropía: un material es isótropo cuando sus propiedades físicas no dependen de la 
dirección en la que se han medido; en otras palabras, las propiedades físicas del 
material son las mismas en todas las direcciones. Cuando un material no cumple 
esta condición, se dice que es anisótropo. Por ejemplo, la madera es un material 
anisótropo porque su resistencia en la dirección perpendicular a las fibras y en 
la dirección de las fibras es diferente; también lo son los metales producidos en 
procesos de rolado, ya que este tiende a ubicar los cristales del metal en ciertas 
direcciones. Un ejemplo de material isótropo sería, por ejemplo, el agua pura. 


Continuidad: un material continuo se caracteriza porque no existen discontinuidades 
entre sus partículas y, por consiguiente, no se presentan distancias intersticiales; 
en otras palabras, si pudiéramos ampliar nuestra visión indefinidamente con un 
microscopio, en vez de visualizar el vacío inter e intraatómico, lo que veríamos es 
indefinidamente material “continuo”. 


Homogeneidad: un material es homogéneo cuando al extraer cualquier elemento del 
sólido este posee las mismas propiedades físicas, independientemente del lugar 
donde se extraen las muestras. Se debe tener en cuenta, sin embargo, que a nivel 
microscópico todos los materiales podrían considerarse heterogéneos, y la caracte- 
rística de homogeneidad es simplemente un promedio a nivel macroscópico; esto 
último sucede, por ejemplo, con el concreto u hormigón. 


Estas propiedades se usan principalmente con el objeto de simplificar el análisis ma- 
temático, ya que al analizar sólidos no elásticos o anisótropos la complejidad matemática 
de la formulación se complica notablemente. 


1.4. Diferenciales de primer, segundo y tercer orden 


A lo largo de este texto deduciremos muchas ecuaciones diferenciales parciales. Dichas 
deducciones, usualmente, analizan un cuerpo de tamaño infinitesimal, por lo que es ne- 
cesario estudiar la naturaleza de las cantidades infinitesimales con las que trabajaremos. 

Consideremos un elemento diferencial de arco, área o volumen como los mostrados 
en la figura 1.2, con tamaños ds, dA y dV, respectivamente. Sin pérdida de generalidad, 
podemos asumir que dichos diferenciales son básicamente pedazos de arco, rectángulos 
o paralelepípedos rectos; por lo tanto, en lo que respecta a los diferenciales de área y de 
volumen sus tamaños son* dA := dx dy y dV := dx dy dz. Si llamamos a ds, dx, dy y dz 
diferenciales de primer orden, entonces nos referiremos, según corresponda, a dA y dV 


2 Alolargo de este texto utilizaremos muchas veces el símbolo := que significa “se define como”. 
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el 


Pedazo infinitesimal 
de un sólido 


ds 


1 E 


Figura 1.2. Diferenciales de línea, de área (superficie) y de volumen. Estos 
son respectivamente diferenciales de primer, segundo y tercer orden. 


como diferenciales de segundo y tercer orden, pues su tamaño se puede expresar como 
la multiplicación de dos o tres diferenciales de primer orden respectivamente. 
Examinemos ahora una magnitud física la cual se especifica por unidad de tamaño 
como la densidad. Podemos decir que la densidad de un alambre es 1 kg/m, que la de 
una tela es 1 kg/m? o que la de un cuerpo es 1 kg/m?; comparando las masas de ciertos 
diferenciales de longitud, área y volumen podemos ver que estos son, respectivamente: 
(1 kg/m) ds, (1 kg/m?) dx dy y (1 kg/m?) dx dy dz. Si los diferenciales ds, dx, dy y dz 
tienen una magnitud comparable, podemos ver entonces que si en una fórmula se pre- 
senta una combinación lineal (ver apéndice A.15.2) de diferenciales de primer, segundo 
y tercer orden, los términos donde aparecen diferenciales de tercer orden son mucho 
más pequeños que aquellos donde hay diferenciales de segundo y de primer orden. Para 
ver esto, suponga que ds, dx, dy o dz tienen valores de 107? m; podemos apreciar que* 


k k k 
o ds > IS dx dy > == dx dy dz, 


=_—— —__ —- ——_ 
107? kg 10710 kg 10715 kg 


por lo tanto, la masa del diferencial de tercer orden es despreciable con respecto a la del 
diferencial de segundo orden y que la masa del diferencial de segundo orden también es 
despreciable en comparación con la masa del diferencial de primer orden; esta relación 
es mucho más crítica al hacer tender a los diferenciales de primer orden a cero. Esta 
relación se puede ver gráficamente a partir de la figura 1.3, en la cual podemos apreciar 
que x* decrece mucho más rápido que x? y que x, a medida de que x tiende a cero. 


1.5. Fuerzas que actúan sobre un sólido 


Los sólidos están sujetos básicamente a dos tipos de fuerzas: las superficiales y las mási- 
cas. Por un lado, las fuerzas másicas, también llamadas fuerzas de volumen o fuerzas de 
cuerpo (body forces en inglés), son aquellas que están distribuidas en toda la masa, de mo- 
do que estas actúan directamente en cada una de sus partículas; por ejemplo, la fuerza 
de gravedad, la inercia, la fuerza centrífuga o la fuerza electromagnética son fuerzas de 


2 El símbolo > se debe leer como “es mucho mayor que”. 
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0.3 


0.25 


0.05 


Figura 1.3. Variación de las funciones x, x? y x?. Observe que a medida de que x 
tiende a cero por la derecha, la función x? decrece mucho más rápido que 1? (es 
decir, x* se vuelve cero primero que x”) e incluso disminuye de forma aún más 
rápida que x. Por esta razón, es posible despreciar los diferenciales de tercer y 
segundo orden cuando estos se comparan con diferenciales de primer orden. 


volumen. Estas fuerzas no se producen por el contacto con otro cuerpo. Denotaremos 
por el campo vectorial (ver apéndice A.4)? 


prat Pi za 


la intensidad de la fuerza másica por unidad de volumen ejercida en la ubicación (x, y, z); 
aquí X, Y y Z son las componentes de la fuerza másica por unidad de volumen en la 
dirección de los ejes coordenados x, y y z, respectivamente; de acuerdo con lo anterior 
y con lo expuesto en la sección 1.4, b(x, y, z) dV denotará la fuerza (observe que dicha 
fuerza es también un campo vectorial) ejercida sobre un diferencial de volumen dV que 
se ubica en la posición (x, y, z), siendo esta expresión un diferencial de tercer orden. 
Por ejemplo, con respecto al sistema de coordenadas mostrado en la figura 2.1, el campo 
vectorial b representa el peso propio del cuerpo y está en este caso dado por b(x, y, z) = 
[0, —pg, 0]*, siendo p la densidad del material y g la aceleración de la gravedad; aquí, 


> Enestelibro representaremos siempre los vectores como vectores columna; sin embargo, para mini- 


mizar el espacio usado, a veces los escribiremos como un vector fila al que se le aplicará posterior- 
mente el operador de transposición. Adicionalmente, de aquí en adelante, usaremos este recuadro 
para resaltar aquellas ecuaciones fundamentales y aquellas utilizadas en la práctica para resolver 
problemas. 
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pg es el llamado peso específico del material, que se debe entender como una “densidad 
de peso”. 

Por otro lado, las llamadas fuerzas de contacto, fuerzas de superficie o simplemente 
fuerzas superficiales (surface forces en inglés) son aquellas que están presentes únicamen- 
te en el contorno del sólido y se producen por el contacto con otro sólido o fluido. A lo 
largo del texto denotaremos al sólido como (Q y a su contorno como 01); ejemplos de 
dichas fuerzas son la presión de tierras o las fuerzas hidrostáticas. En este orden de ideas, 
denotaremos por el campo vectorial 


er A 


la intensidad de la fuerza superficial por unidad de área ejercida en la posición (x, y, z); 
aquí (x, y, z) pertenece necesariamente al contorno 9) del sólido Q, es decir, (x, y, z) € 
90. Según lo anterior, el diferencial f(x, y, z) dT' será un diferencial de segundo orden 
que representa la fuerza ejercida sobre el diferencial de superficie o de área dl, donde 
dT c 90; en este caso, hemos denotado por X, Y y Z las componentes de la fuerza 
superficial en la dirección de los ejes coordenados x, y y z, respectivamente. 


1.6. Preguntas de control de lectura 


1. ¿Cuál es la diferencia entre la mecánica de sólidos y la resistencia de materiales? 


2. ¿Está claro el concepto de continuidad en un sólido y en un fluido? ¿Qué se está 
asumiendo en el límite cuando las dimensiones del volumen de referencia tienden 
a cero? 


3. ¿Es posible considerar elementos diferenciales que no sean rectángulos o paralele- 
pípedos rectos en el caso de diferenciales de área y de volumen respectivamente? 
¿Por qué el análisis hecho en la sección 1.4 se restringe a diferenciales de las formas 
mencionadas? 


CAPÍTULO 


Estudio de los esfuerzos en un punto 


El material de este capítulo está explicado en los videos de 
YouTube que aparecen en la siguiente lista de reproducción: 


https://www.youtube.com/playlist? 
list=PLOq9elBrzPDGKY48xSireXTCQXtd-ThZ9 


En el curso de Resistencia de Materiales se estudió cómo se podían calcular los esfuerzos 
en vigas y columnas sometidas a tracción, compresión, flexión o torsión. En mecánica de 
sólidos se estudian los esfuerzos y las deformaciones unitarias en objetos de geometría 
más complicada. En este capítulo se hará una revisión de los conceptos vistos en el curso 
de Resistencia de Materiales con respecto a esfuerzos, esfuerzos principales, círculo de 
Mohr, entre otros temas de interés tratados desde un punto de vista más general. 


2.1. Tensiones o esfuerzos 


Por tensión o esfuerzo? (stress en inglés) nos referiremos a la intensidad de una fuerza por 
unidad de área en el entorno de un punto material sobre una superficie real o imaginaria 
de un medio continuo. La definición anterior se aplica a fuerzas distribuidas, uniforme- 
mente o no, que actúan sobre una superficie; estas fuerzas internas se producen entre las 
partículas del cuerpo como una reacción a las fuerzas externas aplicadas. Este concep- 
to fue introducido por el matemático e ingeniero civil francés Augustin-Louis Cauchy 
(1789-1857) en 1823. 

Como se asume que el sólido deformado es continuo, las fuerzas internas se distri- 
buyen continuamente dentro del volumen del sólido; por lo tanto, la distribución de 


£ — Enadelante, utilizaremos los términos esfuerzo y tensión indistintamente. 
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Figura 2.1. Fuerzas superficiales f,, f,,..., f ,, másicas b e internas que actúan 
¿e y 
sobre un sólido. El vector Af := [ fu fy Fe] representa la resultante 
de la fuerza interna que actúa sobre el área AA, la cual contiene el punto P y se 
encuentra ubicada sobre el plano con normal ñ que pasa por el punto P. 


esfuerzos se puede representar como una función (ver apéndice A.3) continua por par- 
tes, cuyo dominio son todos los puntos (x, y, z) que están contenidos en el sólido. En 
ocasiones, el esfuerzo también depende del tiempo f, como en el caso de estructuras 
sometidas a acciones dinámicas como sismos o vientos. 

Con referencia a la figura 2.1, considere un cuerpo en equilibrio sujeto a fuerzas su- 
perficiales f,, f,,..., f, y másicas b, el cual se divide en dos por un plano imaginario 
con vector normal” ñ. Si consideramos la mitad graficada en la izquierda, sobre el plano 
divisor se deberá encontrar una fuerza superficial por unidad de área, la cual tendrá la 
misión de conservar el equilibrio del sólido; analicemos entonces la naturaleza de dicha 
fuerza superficial que actúa sobre un pequeño diferencial de área de ese plano. 

Suponga que sobre el plano divisor está ubicada una superficie de área* AA, la cual 
contiene el punto P con coordenadas (x, y, z); suponga adicionalmente que sobre la su- 


perficie actúa una fuerza cuya resultante es Af := [ Tee Je $e "El principio de esfuerzos 
de Cauchy (Cauchy stress principle en inglés) establece que a medida que la superficie se 
vuelve muy pequeña y tiende al punto P, la tensión o esfuerzo (denotada por q) en el 
punto (x, y, z) asociado con el plano de normal ñ es 

A La) 2.1) 

qlo y,z)= lím 2 (aquí iene normal ñ1). 

La ecuación (2.1) nos dice que el vector de esfuerzos q depende de la ubicación en el 
cuerpo y la orientación en el plano sobre el cual se está actuando. Observe que tanto Af 


7 Alolargo de este texto utilizaremos un gorro sobre una letra para denotar que dicho vector es uni- 


tario: [1 =1. 
Nos referiremos a la superficie y al área de la superficie por AA. A partir del contexto se podrá deducir 
a qué se está haciendo referencia. 
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como q(x, y, z) son vectores con la misma dirección y sentido; además, ambos vectores 

tienen generalmente una dirección diferente a la de í. Tenga en cuenta que q(x, y,z) 

por definición se asocia a una superficie; de hecho, algunos libros hacen énfasis en esto 

utilizando la notación q(*) (x, y, z); sin embargo, nosotros no utilizaremos esta notación 

para evitar saturar el texto. Note que, según la ecuación (2.1), en un sólido real las fuerzas 

puntuales no existen porque el esfuerzo en el punto de aplicación de la carga sería infini- 
to; lo que sí es físicamente posible es una carga distribuida repartida sobre una pequeña 

área. 

Observe que el esfuerzo se cuantifica por unidades de fuerza sobre unidades de área, 
por lo que este se mide, en el sistema internacional de unidades, en newton (N) sobre 
metro cuadrado (m2), es decir, N/m? o simplemente pascales (Pa). 

Dependiendo de la orientación del plano en consideración, el vector de esfuerzos 
q(x, y, z) se puede descomponer de la siguiente manera: 


+ Un vector normal al plano, llamado el vector de esfuerzo normal (normal stress vec- 
tor en inglés), denotado por 0,,, el cual está asociado a las fuerzas de compresión 
y de tracción” y se define por 


n 
> 


ol :2)= Un, 3 


donde Af, es la componente del vector de fuerzas internas Af que es normal al 
diferencial de área AA y que básicamente tiene la misma dirección que ñ. 


+ Un vector 6, ortogonal a í, conocido como el vector de esfuerzo tangencial o vector 
de esfuerzo cortante (shear stress vector en inglés), especificado por 


ES 


0232)= Jn, a 


> 


donde Af, representa la componente tangencial del vector de fuerzas internas Af 
a la superficie de área AA. 


Finalmente, aplicando las reglas de adición vectorial 0,(x, y, z) y 0s(x, y, z), se pue- 
den sumar para volver a obtener q(x, y, z): 


dx 2)= 0 y 2 o ly 2. (2.2) 


? En este texto asociaremos cantidades positivas a los esfuerzos normales de tracción y cantidades 


negativas a los esfuerzos normales de compresión. 
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2.2. Estudio de las tensiones en un punto bidimensional 


En esta sección estudiaremos los esfuerzos que actúan sobre un punto bidimensional. 
Para tal fin asumiremos, a continuación, que el punto tiene la forma de un elemento 
infinitesimal rectangular (sección 2.2.1) y también la forma de un elemento infinitesi- 
mal triangular (sección 2.2.2). Al ser un elemento infinitesimal, se puede despreciar la 
variación de los esfuerzos sobre las caras del rectángulo y del triángulo. 


2.2.1. Análisis de un elemento infinitesimal rectangular 


Analicemos un sólido bidimensional de espesor f localizado sobre el plano x y, como el 
mostrado en la figura 2.2a.'” En particular, estamos interesados en los esfuerzos en un 
punto interior, que para efectos prácticos simbolizaremos con el rectángulo mostrado 
en la figura 2.2b, el cual tiene caras ortogonales a los ejes x y y. El resto del cuerpo ejerce 
sobre el elemento unas fuerzas repartidas sobre las caras del rectángulo. Si el elemento 
es lo suficientemente pequeño podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que los 
esfuerzos sobre las caras del sólido están uniformemente repartidos sobre ellas (¿por 
qué?). 


Figura 2.2. Análisis de esfuerzos en un elemento infinitesimal rectangular de espesor t (no 
mostrado) localizado sobre el plano xy. El gráfico muestra la convención positiva de los 
esfuerzos. Del sólido mostrado en (a) extraemos un pedazo infinitesimal rectangular 
mostrado en (b). En (b) podemos ver los esfuerzos actuando sobre dicho rectángulo. Los 
esfuerzos sobre este rectángulo se pueden descomponer en esfuerzos normales y cortantes 
que se ilustran en (c) con una sola flecha para simplificar la representación gráfica. 


Observe que los esfuerzos actuantes sobre la cara derecha se han dividido en los 
esfuerzos normales g, y en los esfuerzos cortantes T, y (que hemos representado en la 
figura 2.2c con una sola flecha para hacer la ilustración mucho más legible). Escogimos 


10 Siendo estrictos, estamos considerando aquí un sólido en estado de tensión plana. Este concepto lo 


veremos en la sección 4.8.1. 
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el nombre de 7,., para indicar que es un esfuerzo cortante que actúa sobre una superficie 
ortogonal al eje x y tiene la misma dirección que el eje y; un razonamiento similar se pue- 
de hacer para entender la notación del esfuerzo cortante T,x. El mismo procedimiento 
se ha realizado con los esfuerzos actuantes sobre las otras caras. 

Como el rectángulo está en equilibrio estático, se debe satisfacer la primera ley de 
Newton, lo cual se hace al establecer las condiciones 2 f = 0 y 2 m =0. Es evidente que 
la primera condición se cumple; para verificar la segunda condición, hacemos sumatoria 
de momentos con respecto al centro del rectángulo (para lo cual solo se debe tener en 
cuenta la sumatoria de momentos producidos por los pares de fuerzas, ya que 0, y 0, no 
producen momento alrededor del centro del diferencial de sólido), es decir, 


(Teyt dy) dx — (Tyxt dx) dy =0, 


de donde se deduce que el sólido está en equilibrio si y solo si" 7, = Ty. En la fórmula 
anterior el esfuerzo 7, y está actuando sobre una superficie que tiene área £ dy, mientras 
que Ty, actúa sobre una cara con área tdx. 

Se puede observar, entonces, que en el caso bidimensional tenemos únicamente tres 
componentes independientes de esfuerzos: 0;, 0, y Txy. Es importante anotar que los 
esfuerzos normales 0, y 0, se asocian a esfuerzos a tracción o a esfuerzos a compresión 
cuando estos son positivos o negativos, respectivamente. 

Se deja como ejercicio al lector verificar que las fuerzas másicas son extremadamen- 
te pequeñas en comparación con las fuerzas de superficie mostradas en la figura 2.2, en 
otras palabras, no es necesario tenerlas en cuenta en los cálculos; de hecho, en la ecuación 
de sumatoria de momentos aparecen diferenciales de área asociados a las fuerzas super- 
ficiales y diferenciales de volumen relacionadas con las fuerzas másicas, por lo que estas 
últimas son despreciables en la ecuación de equilibrio de momentos (ver sección 1.4). 


2.2.2. Análisis de un elemento infinitesimal triangular 


Si hacemos un corte diagonal del elemento considerado en la sección 2.2.1 y mostrado en 
la figura 2.2, o si analizamos un elemento ubicado en la frontera del cuerpo, obtenemos 
un elemento similar al mostrado en la figura 2.3. En esta última, identificamos el vector 
unitario ñ := [a, fB]”, el cual es un vector normal a la superficie AB; como á es un 
vector unitario, sus componentes!” a y $ son simplemente los cosenos directores de ñ 
(ver apéndice A.16.3), es decir, « := cos 0 y f := cos 0. También identificamos un vector 


llamado qe [qx ql , cuyas proyecciones sobre los ejes x y y son, respectivamente, 


qxi y 9y j; el vector q representa el esfuerzo aplicado en la diagonal AB del triángulo 
analizado; q está asociado a unas fuerzas superficiales que equilibran las fuerzas hechas 
por los esfuerzos 0;, 0, Y Txy al actuar sobre sus respectivas superficies. 


ll Una demostración más rigurosa, que considera las fuerzas másicas y la variación de los esfuerzos al 


interior del sólido, es aquella descrita en el ejercicio 1. del capítulo 5, cuando se hace 2 m = 0 en la 
deducción de las ecuaciones diferenciales de equilibrio. 

Se advierte al lector que en muchos libros de teoría de la elasticidad las componentes a y f$ se denotan 
por las letras m y n, respectivamente. 
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dx 


Figura 2.3. Análisis de esfuerzos en un elemento triangular de espesor £ (no mostrado) 
localizado sobre el plano xy. Dicho elemento se podría considerar como uno ubicado en el 
borde del sólido o interior a él. En el último caso, la superficie AB puede interpretarse 
como análoga a la superficie rectangular AA mostrada en la figura 2.1; desde este 
punto de vista, el vector q puede entenderse como un vector de esfuerzos internos 
o como un vector de fuerzas superficiales, aunque todo depende del contexto. 


De la figura 2.3 podemos deducir que las proyecciones de AB sobre los ejes x y y 
son, respectivamente, OA = ABcos 0, = BAB y OB = ABcos0, = «AB. Como el ele- 
mento ABO es muy pequeño, se puede despreciar la variación de los esfuerzos sobre las 
caras sin perder generalidad alguna y, en cambio, es posible suponer que estos esfuerzos 
se distribuyen uniformemente sobre las caras del triángulo. Bajo estas suposiciones, si 
hacemos sumatoria de fuerzas en x y y, teniendo en cuenta que el triángulo tiene un 


espesor t, resulta: 


Yf=0 =—=  qsABt-0,0ABt- T,yBABÍ=0 
Yf=0 —=  qyABt-T,y0ABt- 0, BABt =0; 


simplificando el área tAB de ambas ecuaciones, despejando los términos q, y q, y expre- 
sando el sistema de ecuaciones en forma matricial, se obtiene: 


e 
Txy Uy 
SM == 


A 
n 


(2.3) 


| 
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Esta ecuación se conoce como la fórmula de Cauchy (bidimensional); en este sistema 
la matriz simétrica a se conoce como la matriz de tensiones de Cauchy (bidimensional). 
Cabe aclarar que en la deducción de la ecuación (2.3) no se han tenido en cuenta las fuer- 
zas másicas por ser diferenciales de volumen, cuyo valor es despreciable en comparación 
con las fuerzas de superficie (ver sección 1.4). Se deja como ejercicio al lector hacer el 
análisis anterior teniendo en cuenta las fuerzas másicas. 

Mas adelante, en la sección 2.10, explicaremos el concepto de tensor y entenderemos 
por qué a a sele conoce también como el tensor de esfuerzos o el tensor de tensiones. 


2.3. Estudio de las tensiones en un punto tridimensional 


Como se comentó en la sección 2.1, para cada inclinación del plano que pasa por el 
punto P referido en la figura 2.1, tenemos un esfuerzo correspondiente q que equilibra 
los esfuerzos internos en el sólido. En esta sección caracterizaremos dichos esfuerzos 
internos utilizando un paralelepípedo y un tetraedro infinitesimal. 


2.3.1. Análisis de un paralelepípedo infinitesimal 


La siguiente animación de GeoGebra, elaborada por 
Salomé Ángel Echeverry, permite ilustrar de forma 


interactiva el paralelepípedo considerado en esta sección: 
https://www.geogebra.org/m/ve3dxtpw 


En el caso tridimensional, con referencia a la figura 2.4 y utilizando un sistema de coor- 
denadas de la mano derecha (ver apéndice A.13), si consideramos un paralelepípedo 
infinitesimal tendríamos tres componentes de tensión en cada una de las seis caras del 
elemento, por lo que habría dieciocho valores de las componentes de tensión. Es claro 
que los vectores normales a las caras tienen igual magnitud y dirección, pero diferente 
sentido que el vector de la cara opuesta (debido a que la sumatoria de fuerzas en un punto 
en equilibrio estático!* debe ser cero, Y) £ = 0). Por otro lado, la condición de equilibrio 
de momentos »m = 0 también se debe satisfacer, por lo que al hacer la sumatoria de 
momentos producidos por los pares de fuerzas involucrados con respecto al centro del 
paralelepípedo resulta: 


Ym,=0 =>  (r,,dxdz) dy - (r,y dx dy) dz =0 
Y m,=0 => (ri dydx) dz - (Ty, dy dz) dx =0 
Ym,=0 =>  (r,ydzdy) dx - (r,. dzdx) dy =0, 


Es importante advertir al lector acerca de la diferencia entre la matriz a y el vector o. La primera es 
la matriz de tensiones y el segundo es una representación alterna de la matriz a, como el vector 0, 
que utilizaremos a partir del capítulo 4 (ver, por ejemplo, la sección 4.3.4). 

Se dice que un cuerpo sometido a la acción de fuerzas externas se encuentra en equilibrio estático 
cuando está, ya sea quieto o en movimiento, sobre una línea recta y con velocidad constante. 


a 
01] 
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Figura 2.4. Componentes de esfuerzos en 3D. El gráfico muestra el sentido positivo 
de los esfuerzos. Recuerde que T,, representa el esfuerzo cortante que 
actúa sobre una superficie ortogonal al eje x y que apunta en dirección 
del eje z. Observe adicionalmente que los esfuerzos están referidos 
a un sistema de coordenadas de la mano derecha (ver apéndice A.13). 


de donde se deduce que 


Recuerde del curso Estática que, cuando se estima el momento producido por un par de 
fuerzas, no se considera un punto alrededor del cual se hace la sumatoria de momentos; 
basta con multiplicar la distancia que separa ambas fuerzas por la fuerza del par. 

En conclusión, se observa que de los dieciocho valores de las componentes de los 
vectores de tensión correspondientes a las seis caras del paralelepípedo considerado, solo 
hay seis componentes independientes, que SON 0;, Oy, Oz, Txy> Txz Y Tyz- 

Como nota final, es menester comentar que a las tres caras del cubo mostrado en la 
figura 2.4 se les llama caras positivas, ya que están en el lado positivo de los ejes x, y y 2; 
a las otras tres caras del cubo, las cuales están ocultas en el dibujo, se les conoce como 
las caras negativas. 
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2.3.2. Análisis de un elemento tetraédrico infinitesimal 


La siguiente animación de GeoGebra, elaborada por [m] + 
Salomé Ángel Echeverry, permite ilustrar de forma dr 


interactiva el tetraedro considerado en esta sección: https:// 
www.geogebra.org/m/rdrwjwgh [m]-5,: 


Consideremos ahora el caso del elemento tetraédrico infinitesimal mostrado en la 
figura 2.5. En este caso, el vector unitario á ortogonal al plano!” AABC tiene cosenos di- 
rectores!* a, $ y y con respecto alos ejes x, y y z, respectivamente, o sea, ñ:= [a, B, y]”. 
Usando estas componentes, se deja como ejercicio deducir que las proyecciones ortogo- 


nales del área de AABC son 


ABCO = a«MABC (2.4a) 
AACO = BAABC (2.4b) 
AABO = yAABC. (2.4c) 


Deduzcamos, por ejemplo, la ecuación (2.4b); con referencia a la figura 2.6, considere- 
mos los triángulos AACO y AABC. De la figura 2.6a podemos determinar que 


ACx BD ACxDO 
AABC = =— y que AACO = E 


y de acuerdo con la figura 2.6b, DO = BDcos 0»; relacionando las tres ecuaciones ante- 
riores resulta inmediatamente que 


AACO = cos O, - AABC, 


la cual es la misma ecuación (2.4b). 

Planteando las ecuaciones de equilibrio del tetraedro (es decir, las sumatorias de fuer- 
zas en las direcciones x, y, y z), de manera análoga al caso bidimensional se obtiene el 
sistema lineal de ecuaciones 


qx AABC = 0,4 AABC + T,yBAABC + T:¿yAABC 
qyAABC = 7,04 AABC + oy BAABC +T,¿yAABC 
q¿MABC = 7,¿4AABC + T,¿BAABC + 0¿yAABC, 


donde q = [des y q) es el vector que equilibra los esfuerzos actuantes en las caras 
ABCO, AACO y AABO, de acuerdo con la figura 2.5. Observe que en estas expresiones 


15 En esta sección emplearemos la notación AABC para referirnos al plano, superficie o triángulo ABC 


o para denotar el área de dicha superficie. La interpretación depende del contexto. 
En muchos libros de teoría de la elasticidad las componentes a, $ y y se denotan por las letras m, n 
y l, respectivamente. 
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Figura 2.5. Componentes de esfuerzos en 3D al analizar un elemento tetraédrico 
infinitesimal. Observe que los esfuerzos mostrados con las flechas punteadas están 
ubicados sobre las caras negativas del tetraedro, mientras que los esfuerzos qx, 
y Y q. actúan sobre la superficie AABC, la cual tiene vector normal ñ. 


no aparecen las fuerzas másicas por involucrar diferenciales de volumen, cuya magnitud 
es muy pequeña si la comparamos con las fuerzas superficiales que se están analizando. 
Por otro lado, en esta deducción se está despreciando la variación de los esfuerzos sobre 
las caras del tetraedro y se supone que estos se distribuyen uniformemente sobre ellas. 
Esta suposición es válida dado el tamaño infinitesimal del diferencial de sólido. 

Al eliminar el término AABC, podemos expresar las ecuaciones anteriores en forma 
matricial como 


(2.5) 


Análogamente al caso bidimensional, esta ecuación se conoce como la fórmula de 
Cauchy (tridimensional) y la matriz simétrica a es la matriz de tensiones (tridimensional) 
o tensor de esfuerzos (o tensiones) de Cauchy (stress tensor en inglés). Más adelante, en la 
sección 2.10, explicaremos el concepto de tensor y entenderemos por qué q es uno. 


2.4. NOTACIÓN INDICIAL 


(a) (b) 


Figura 2.6. Relación entre los triángulos AABC y AACO. En el gráfico (a) se observa que 
las líneas DO y BD son las alturas de los triángulos AACO y AABC, respectivamente; 
adicionalmente, ambas líneas son ortogonales a la línea AC. En el gráfico (b) 
podemos encontrar una vista de la figura (a) en la cual el plano AABC se ve como la 
línea BD y la línea AC se ve como el punto verde BN mostrado. En este mismo 
gráfico se observa claramente que el ángulo que hace el eje y con el vector ñ es 0). 


Observe que tanto la matriz de tensiones a como el vector normal ñ varían de punto 
a punto en el espacio, por lo que podríamos escribir q(x, y,z) = a(x, y, z)R(x, y,z). La 
matriz de tensiones a representa el estado de esfuerzos presente en un punto cualquiera 
con coordenadas (x, y, z), siendo su diagonal los esfuerzos normales en el punto y los 
otros términos los esfuerzos cortantes. 

Note que la matriz a(x, y, z) es en este caso simétrica. No obstante, es importante 
anotar que Fung et al. (2017, p. 64) dicen que, según el matemático y científico escocés 
James Clerk Maxwell (1831-1879), esta matriz no es simétrica en el caso de un imán en un 
campo magnético y en el caso de un material dieléctrico en un campo eléctrico con dife- 
rentes planos de polarización, ya que en ambas situaciones, cuando se tienen esfuerzos 
cortantes muy pequeños y campos electromagnéticos muy intensos, aparecen sobre el 
cuerpo del sólido “momentos másicos” que evitan que la matriz a(x, y, z) sea simétrica. 

Podemos concluir en esta sección que la matriz de tensiones a resume el estado de 
esfuerzos de un punto en el interior de un sólido y la ecuación (2.5) nos muestra el 
esfuerzo q asociado a la condición de esfuerzos a para una inclinación fñ. 


2.4. Notación indicial 


Una de las ideas básicas en la llamada notación indicial o notación tensorial es escribir 
las fórmulas que involucran vectores y matrices del modo más compacto posible; para 
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tal fin, denotaremos los ejes de coordenadas x, y yz de la forma más general posible 
Como Xy, X2 y X3, y los vectores , ¡y k como é,, é, y €3, de tal modo que las direcciones 
se entiendan a partir de los índices 1, 2 0 3. 

Un vector q especificado en relación con la base (é,, é,, é3) se puede definir como 


q= qué; + q2€> + q3é3, 
o simplemente como 
Ñ 
a=la]=[, q, as] 

Observe que las componentes del vector q, a saber: q1, q2 y q3, se pueden especificar 
en forma resumida como q; con i = 1,2, 3; dado que q; puede representar cualquiera de 
las componentes del vector q, denotaremos también al vector q como [ q;] o simplemente 
como q;. Esta última es la notación indicial o notación tensorial del vector q. 


De forma similar a como hicimos con el vector q, podemos escribir el vector 4 con 
componentes f, := a, 1, := f, y 3 := y como 


o en la resumida forma indicial como fñ,. 
Con respecto a la matriz de tensiones 4, podemos escribirla así: 


Ox Txy Txuz AE 
c= [0;;] =|Tyx 0y Ty |=| 021 02 023 
Tzx Tzy Oz 031 032 033 


o en forma indicial como 0;¡. Observe que índices repetidos en las componentes de la 
matriz O representan esfuerzos normales (0, = 0, 0, = 02 y 0, = 033) e índices diferen- 
tes denotan esfuerzos cortantes, por ejemplo, T,. = 013. De nuevo, la notación 0;; puede 
aludir a un elemento de la matriz de tensiones a o simbolizar la matriz a misma; todo de- 
pende del contexto. Recuerde que la matriz de tensiones es simétrica y, por consiguiente, 
a = a”; este hecho se expresa en notación indicial como 0;;= 0;;. 

Cuando se utiliza la notación indicial es muy frecuente utilizar el llamado convenio 
de sumatoria de Einstein, o simplemente notación de Einstein; esta es una convención 
utilizada para abreviar la escritura de sumatorias en notación indicial, en la que se supri- 
me el símbolo de sumatoria >. Esta notación fue propuesta por el físico alemán Albert 
Einstein (1879-1955) en 1916. El objetivo de esta notación es escribir expresiones como 


n 
= y C¡X¡ = C1X] + C2X2 + (3X3 +*** + CyXp 
i=1 
sin el sumatorio, es decir, 
U = C¡Xj, 


de manera que la expresión resultante sea aún más compacta. En resumidas cuentas, 
el producto punto (ver apéndice A.15.4) de los vectores c y x se escribe utilizando la 
notación de Einstein como C-x =C;X;. 
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El producto (2.5), esto es, q = añ, se puede escribir como 


3 
q1= EN 011; = 0111 + 01212 + 01313 
=1 


= 0911 + 0228) + 0233 


iS 
159) 
1 

[gu 
S 
3 


= 031%] + 032%) + 033%, 


iS 
uu 
1 
1 
2 
3 
] 


o simplemente de la forma 


3 
qj= Y 0j¡%;= 01% + 02%, + 0% donde ¡=1,2,3, 
i=1 
en otras palabras, ¡toma los valores 1, 2 o 3; utilizando la convención de sumatoria de 
Einstein y por el hecho de que 0;; = 0;¡, podemos reescribir la expresión anterior como 


q; = Oj; = 0¡¡M;. 


Así, cuando se utiliza la notación de Einstein, si un índice aparece dos o más veces en 
una ecuación, existe una suma de términos idénticos numerados por ese índice (en el 
caso anterior se está haciendo la sumatoria sobre el índice 1). Por lo tanto, el convenio 
de Einstein es muy similar a la notación abreviada con sumatorios, con la ventaja de que 
no es necesario escribir explícitamente la sumatoria. 

Otros ejemplos de la utilización de la notación de Einstein son 


3 
0j¡ = y 0¡¡ = 011 + 022 + 033, 
i=1 


y, si Ó,¡ representa la función delta de Kronecker,” que está definida por 


Lo sii=j di 
O, sii+j, 


entonces, 
3 


9;¡ = Y 0; = 01 + 072 + 033 =3. 
il 
Es de anotar que el delta de Kronecker es la notación indicial de la matriz identidad I y, 
en consecuencia, 
ÓN =1M;. 


Utilizando el convenio de sumatoria de Einstein, también podemos expresar el pro- 
ducto de dos matrices A y B de tamaño mxn y nx p, respectivamente (es decir, R = AB), 


17 En honor al matemático alemán Leopold Kronecker (1823-1891). 
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como R;x = Aj¡B¡x, ya que el término de la fila i y la columna k de la matriz R, denotado 
por Rix, se calcula como R;x = (AB) ¡x = ja AijBik. 

Adicionalmente, dado que el producto de matrices es asociativo (en otras palabras, 
ABC = A(BC) = (AB)C), el producto de tres matrices A, B y C de tamaño mxn,nxp 
y px q, respectivamente (es decir, D = ABC), se puede escribir utilizando el convenio de 
sumatoria de Einstein como D;; = A;¡BjxCx1, puesto que D;¡ = (AB) ¡Cy = A¡¡Bjx Chi = 
pe (Xi 4:5Bj) Cs a 7 AB Cro. En resumen: 


D = ABC se escribe en notación indicial como D; = A¡¡BixCy1. (2.7) 


La notación indicial puede ser engorrosa para quien no está acostumbrado a ella; 
sin embargo, es importante aprenderla, puesto que los libros avanzados de mecánica de 
sólidos usualmente la emplean, principalmente con el objeto de escribir las ecuaciones 
de una forma más compacta. 


2.5. Cambio de base 


Supongamos que tenemos un vector r definido en el espacio ¡R*. Usualmente, las coor- 
denadas de r se encuentran especificadas con respecto a la base dd Í, k); sin embargo, 
en ocasiones, es conveniente expresar dicho vector en referencia a otra base de R$, ya 
que en esta otra base la representación del vector r podría ser más sencilla o más com- 
pacta. El cómo calcular la representación de r con respecto a la otra base es el tema que 
trataremos a continuación. 

Considere una base especificada por los vectores ortonormales'* €, €, y €; esta base 
es tal que debe formar un sistema coordenado de la mano derecha y, por lo tanto, se debe 
satisfacer el producto cruz €; = é, x e, (ver los apéndices A.12 y A.13). Adicionalmente, 
supongamos que existe un punto r cualquiera con coordenadas (x, y,z) referidas a la 
base (€, €,, €); de este modo, r = xé, + ye, + zéz. 

Definamos tres vectores ortonormales é,, é, y €, con respecto a los vectores é,, €, y 
e3, tales que 


é, = a é: + Bie, + y163 (2.8a) 
e, = 0,61 E Be + y2€3 (2.8b) 
é; = a38¡ + B3ée, + y383, (2.8c) 


18 Recuerde que un conjunto á;, á>,.... 4, de vectores se dice que es ortonormal si todos ellos son vec- 


tores unitarios (esto es, si |4;| =1para todo i=1,2,...,n) y, además, son mutuamente ortogonales, 
o sea, si el producto punto (ver apéndice A.15.4) entre ellos 4; - 4; es tal que, para i,j=1,2,...,n, 
a l sii=j 
a;: a; = di = 


0 sii+j 
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Figura 2.7. Dos bases ortonormales especificadas por los vectores 
é,, €, é3 y é;, e) y é;. Tenga en cuenta que a, = cos ( 4 (és, é,)), 
SS VS . 
Bi = cos (4 (é,, e) Y Yi = cos (4 (é,, é3)), para ¡ =1,2,3. 


de donde se deduce que las coordenadas de los vectores é,, é, y €, referidas a la base 
[é,, €,, é3) son é; = [ar, Br, 5 é, = [a,, Ba, y] y e, = [a3, Ba, ya]. Como los 
vectores é, e, y e, son unitarios, resulta que los a;, f; y y; representan, respectivamente, 
los cosenos directores de é; para ¡ =1,2,3 con respecto a la base [é;, €, €3) (figura 2.7); 
en otras palabras, a; = cos ( £ (és, é,)), fB¡=cos ( £ (e, é,)) y Y; = cos ( £ (és, é,)) para 
¡ =1,2,3. Se debe tener en cuenta que la selección de los vectores é;, é, y é; se hizo de 
forma tal que se satisface el producto cruz é, = é; x é;, ya que este nuevo sistema de 
coordenadas debe también satisfacer la regla de la mano derecha. 
Al realizar el producto punto de la ecuación (2.8a) con é,, 
é-é=0 é,: €, +Bi e,- €, +Y1 e3-é1; 


— — e _—— 
=1 =0 =0 


se concluye que é; : é, = 4. Procediendo análogamente al hacer el producto punto de las 
ecuaciones (2.8) con e, e, y e; resulta: 


_ A! A _ A! A _ A! A 
a] = €, €] Pi = €, : e, y = €, : 3 
_ A! A _ Al A Al A 
a, = ee $2 = €, e, Y2 = €, 83 
_ A! A _ A! A _ A! A 
A3= €3: €] P3 = €,: e, Y3= €3: e3. 


Las anteriores fórmulas se pueden entender también teniendo en cuenta que, si dos 
vectores unitarios 4 y b están separados por un ángulo 0, se tiene que 
a-b=la|[bl|cos0 = cos 0; 


=_,— 
=1 


¡a Sl 
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en otras palabras, el producto punto de dos vectores unitarios es el coseno del ángulo 
que separa dichos vectores (¿podría dar detalles?). 

En cuanto a la base formada por los vectores é;, é, y és, podemos representar el punto 
r cualquiera como r = x'é; + y'é) + z'é,, por lo que el punto r tiene las coordenadas 
(x!, y”, z”) con respecto a la base (e, e, ez). 

En resumidas cuentas: 


A A A A A A 
r=xé+ yé,+283=x'é,+ y 6,+2/s. (2.9) 


Debemos encontrar una relación entre las coordenadas (x, y, z) y las coordenadas 
(x!, y”, z"). Para tal fin, ejecutando el producto punto entre los vectores €, €,, y és y la 
ecuación (2.9) resulta, respectivamente, 

_ / / / 
X=0X +0 + 032 
/ / / 

y = Bix" + Bay" + Baz 
/ / / 
zZ=Yx + pay! + paz, 


lo cual se puede expresar en forma matricial como 


a A 3 


=| 8 f Bs o (2.10) 


Yi Ya Y3 


Dicha fórmula nos da las coordenadas del punto r con respecto a la base €, €, y és, 
dadas las coordenadas (x”, y”, z”) referidas a la base é;, é, y €;. Observe que las columnas 
de la matriz de transformación T (transformation matrix en inglés) son los vectores é;, 
é) y é,, 0 sea: 

ral el 


De igual modo, si realizamos el producto punto entre los vectores é;, €», y és y la 
ecuación (2.9) resulta: 


01x + By + y;z 
y" =09x + Bay + y2z 


Z =03x + fP3y + y3Z, 


lo cual se puede expresar en forma matricial como 


01 Bi Y1 
=1|0 Ba Y2 o (Q.11) 


03 B3 Y3 
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Al comparar las ecuaciones (2.10) y (2.11) se deduce que la matriz de transformación 
T es ortogonal, ya que T”* = T?. 

La explicación anterior se podría entender mejor al asociar aquellos escalares y vec- 
tores que tienen la comilla (por ejemplo, x;, e;) al sistema de coordenadas en el cual es 
cómodo trabajar (o sea, al llamado sistema de coordenadas locales), y aquellos que no la 
tienen (por ejemplo, x;, e;) al sistema de coordenadas en el cual no se desea operar o 
sistema de coordenadas globales. Desde este punto de vista, la ecuación (2.11) convierte 
un punto especificado en el sistema de coordenadas globales (sistema de coordenadas 
“incómodo”) a sus respectivas coordenadas en el sistema cartesiano en el que se desea 
operar. ¿Cómo entendería usted las bases (é,, €, €3) y (e, é, és) y la ecuación (2.10)? 

Es importante anotar que el determinante de una matriz ortogonal siempre debe ser 
o +10 —1 (lo contrario no siempre es verdad). Si las columnas de dicha matriz ortogonal 
definen un sistema coordenado de la mano derecha, dicho determinante es +1 y, si espe- 
cifican un sistema coordenado de la mano izquierda, dicho determinante es —1; por lo 
tanto, en nuestro caso det(T) = +1. 

Por último, tenga presente que al ser T una matriz ortogonal, los vectores r y r' 
tienen la misma norma y, por tal razón, se puede decir que la función de T es rotar el 
vector r' para convertirlo en el vector r mediante la ecuación (2.10), es decir r = Tr'. Lo 
anterior se demuestra teniendo en cuenta que [|r|? = r7r = "7 T* Tr”, pero como T es 
una matriz ortogonal T*T = I y, entonces, |r|? = rTr = rTr! = [|r'|?; por lo tanto, se 
puede entender a T como una matriz de rotación de vectores. 


Ejemplo 2.1. Cambio de base en dos dimensiones 


Desarrolle la formulación para el cambio de base en dos dimensiones. 


Solución 


Consideraremos el cambio de base que se produce al rotar los ejes e, y e, un ángulo 9 
en el plano bidimensional cartesiano. De acuerdo con la figura 2.8, 


A A Al Al 
r=xé, + yé, =x'0, + y'€,, 


y, procediendo análogamente a como se dedujo la ecuación (2.11), resulta: 
x! O 9 Br xY 
y] Ya PJ) 


a = cosO $1 = cos(90” — 0) = sin6 
a, = cos(90” + 0) = —sin6 fB, = cos6 


xY [ cos0 sinO|[x 
y) |-sin0 cos0)| y 


pero 


y, en consecuencia, 


ho 
¡01 
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Figura 2.8. Cambio de base al rotar los ejes en el plano bidimensional. 


xY [cosg0 —sinG|([x' 


y) Ysin9  cosO)| y (2.12) 


2.6. Matriz de esfuerzos expresada en otro sistema de 
coordenadas 


En ocasiones, es conveniente expresar la matriz de tensiones con respecto a un siste- 
ma de ejes de coordenadas diferentes a los usuales x, y, z; esto podría realizarse, por 
ejemplo, porque en el nuevo sistema de coordenadas las formulaciones o pueden ser 
más compactas o pueden ser mucho más naturales. En esta sección desarrollaremos las 
deducciones y los procesos matemáticos necesarios para hacer la transformación de la 
matriz de tensiones con respecto a otro sistema cartesiano y, finalmente, lo ilustraremos 
con un ejemplo. 

Supongamos que hemos descrito el estado de esfuerzos de un sólido con respecto 
a unos vectores €, e, y €3 que forman una base ortonormal. En este caso, el estado de 
esfuerzos asociado a los ejes €, €, y ez está dado por la matriz de tensiones 


E=|Txy Cy Ty]; 
Txz Tyz Oz 


por lo tanto, las componentes de esfuerzo q referidas a un plano cuya normal están dadas 
por el vector unitario ñ (especificando las coordenadas de ambos vectores con respecto 
a la base é,, é, y e3) se pueden calcular utilizando la fórmula de Cauchy (2.5) así: 


q = añ. (2.13) 


26 


2.6. MATRIZ DE ESFUERZOS EXPRESADA EN OTRO SISTEMA DE COORDENADAS 


. . . . AJ Al A] 
Con el objeto de expresar la matriz de tensiones a con respecto a los ejes €;, e, y €3, 
debemos tener en cuenta que, según lo explicado en la sección 2.5, podemos expresar 
A ., AT Al Al . . 
los vectores q y í en función de la base é,, €, y 3 por medio de las transformaciones 


q =1*g (2.14a) 
A=T"ñ, (2.14b) 


siendo T la matriz de transformación 
Al Al Al 
T NN [é, €2> és) E 


Como T es una matriz ortogonal, T* = T” y, por lo tanto, premultiplicando por T 
ambas ecuaciones (2.14) resulta: 


q=Tg' (2.ba) 
ñ=Tñ'; (2.15b) 


así, pues, reemplazando la fórmula (2.15b) en (2.13) y dicho resultado en (2.14a), obtene- 
mos: 
q =T oTñ', 
ii 


2 


de donde se deduce, a partir de la fórmula de Cauchy, q' = 0'f', que 


o = T*oT, (2.16) 


la cual se escribe, según (2.7), en notación indicial de Einstein como 
0 = Tji0jk Tp. (2.17) 


Observe que aquí se están repitiendo los índices j y k, lo que quiere decir que debe haber 
una sumatoria para cada uno de ellos, o sea, 0;, = Ea Ya Tj¡0jk Tx13 adicionalmente, se 
intercambiaron los subíndices de T;¡ para denotar el hecho de que la matriz T ha sido 
transpuesta. 

La ecuación (2.16) se puede escribir en forma expandida como 


Ox! Ty! y! Tx!z! a 04 4 0x Txy Txz a 04 4 
Tygy. Oy Tyzg | = Br Ba Ba Txy Oy Tyz Bi Ba B3 (2.18) 
Tylgr  Tygr Oz Yi Ya Y3 Txwz Tyz 02) XY1 Y2 Y3 
 _ A > 0  -AN.>» CIA >> _>A.. AAA > 
o! JT a T 


r Al Al Al 
Aquí é, := [a1, Br, y1]”, €, := [a,, Ba, y.]” y e, := [a3, B3, y3]" son vectores mutuamente 
ortogonales que representan los ejes del sistema de coordenadas para el cual se refieren 
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las direcciones x”, y” y z' (especificando estos en el sistema de coordenadas de la mano 
derecha). 
Premultiplicando la ecuación (2.16) por T y posmultiplicándola por T* resulta: 


ya que TT” = T*T =1. 


Las ecuaciones (2.16) y (2.19) constituyen las fórmulas de transformación de la matriz 


. . A A A Al Al Al 
de tensiones entre los sistemas de coordenadas (é,, €, €) y (e, e, ej. 


2.6.1. Caracterización de la matriz de tensiones en el caso 
tridimensional 


A lo largo de este libro utilizaremos el software libre para álgebra 
simbólica Maxima (ver apéndice B), el cual nos permitirá realizar 
dispendiosas operaciones de cálculo fácilmente. Antes de continuar 
con la lectura del libro, se invita al lector a descargar dicho software 
de http://maxima.sourceforge.net/es/download.html, instalarlo, leer la 
documentación que se encuentra en http://maxima.sourceforge.net/ 
es/documentation.html y mirar los excelentes videotutoriales reali- 
zados por Daniel Suárez disponibles en https://www.youtube.com/ 
playlist?list=PLFK7DOCMKbw_QrywINmPtCmaNH_wSu28g. Dedi- 
que al menos dos horas en el aprendizaje de este programa. 


De acuerdo con la ecuación (2.16) y la matriz de transformación T definida en la ecua- 
ción (2.10), las fórmulas que transforman los esfuerzos a otro sistema de coordenadas se 
pueden calcular con el siguiente programa de Maxima:”” 


1/x* Se define la matriz de tensiones en coordenadas rectangulares sigma */ 
2|sigma : matrix( 

a3l[ sx, txy, txz ]l, 

a| [ txy, sy, tyz l, 

s| [ txz, tyz, sz 1] 

61)$ 

7 

s|/* Se define la matriz de transformación T x/ 
9 T : matrix( 

1 [ Salpha[1]1, %alpha[21, %alpha[31 1, 

ul [ %beta[1], “beta[2], “beta[3] 1], 

| [ Sgamma[1], %“gamma[2], *%gamma[3] ] 

1/)$ 


12. Recuerde que si usted está utilizando la interfaz de Maxima llamada wxMaxima debe presionar 


[Shift 1] + , con el objeto de evaluar los comandos escritos. 
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/* Se calcula la matriz de tensiones sigmaP en el sistema de coordenadas */ 
/* especificado por los vectores definidos en la matriz T x/ 
sigmaP: transpose(T).sigma.T$ /* ecuación (2.18) x/ 


/* Se extraen los términos de la matriz de tensiones sigmaP x/ 

SsXp : expand(sigmaP[1][11); /* elemento 1,1 de la matriz sigmaP x/ 
syp  : expand(sigmaP[21[21); 

szp  : expand(sigmaP[31[31); 

typzp : expand(sigmaP[2][31); /* elemento 2,3 de la matriz sigmaP x*/ 
txpzp : expand(sigmaP[1][3]); 

txpyp : expand(sigmaP[1][21); 


y son las siguientes ecuaciones: 


Oy: =2Y1B1Tyz + 2101 T ¿2 + 201 B1T ¿y + YÍ07 + BÍO, + 00% (2.20a) 
Oy =2y2B2T y2 + 2Y202T ¿2 + 202 B7T:y + y307 + B50y + 050, 
Oz =2y3B3Ty2 + 2y303T 22 + 203B3Txy + y307 + P30y + 0307 
Tyg! = (y2B3 + B2y3) Tyz + (y295 + 42y3) Txz + (a2Bs + Ba) Txy+ 
Y2Y307 + B2P30, + 02030x 
Txlg = (y 85 “+ Biy3) Tyz + (ya; + 01)3) Txz + (183 + Braz) Txy+ 
Y1Y307 + BiP30, + 01030 % 
Tx!y! = (y1B2 + Biy2) Tyz + (y,0> + a1y2) Txz + (0182 as Ba) Txy+ 
y1y207 + B1B20, + 01020%.. (2.20b) 


En el código anterior de Maxima se utilizaron los comandos: matrix, el cual permite 
definir matrices fila por fila; transpose, que calcula la transpuesta de una matriz; expand, 


comando que hace que ax + a(x + y) se vuelva 2ax + ay, y la orden *.”, que multiplica 
matrices; los signos *;” y “$”, que imprimen o no el resultado de un cálculo, respectiva- 
< » . cc. >» . A 
mente; el par */xx/”, que define los comentarios, y la orden *:”, que asigna un cálculo a 
la variable que aparece a la izquierda de *:”. 
Se deja como ejercicio al lector demostrar que las ecuaciones anteriores se pueden 


escribir alternativamente de la siguiente manera: 


AT _al AT _aAl AT _ al 
04 =6, EE, Cie SE] OE ES CES 

AT a AT a ES 
ay =8 E, top =8Tg8l = ¿ga 

AT _al AT _aAl AT _al 
Oz! =é3 ce; Tx! y! =€; ce, NN e, Ce. 


. ., AJ Al AJ . . . 
Como la dirección de los vectores é;, e, y ez es arbitraria, siempre y cuando estos sean 
vectores mutuamente ortogonales, de las ecuaciones anteriores se sigue que el esfuerzo 
normal a un plano cuyo vector normal unitario es ñ está dada por 


04 =% añ =0,0 +0, PB +0,y? +27,,0B + 27, ¿By + 27,0), (2.21) 


mientras que el esfuerzo cortante en la dirección del vector m sobre un plano cuyo vector 
normal unitario es ñ es 
A T A 
Tai = M' ON. (2,22) 
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Observe que Taj = Tin, Ya que la matriz O es simétrica. Tenga en cuenta que, para que 
esta ecuación sea válida, m y ñ deben ser mutuamente ortogonales. 
Finalmente, con el siguiente comando: 


coefmatrix([sxp, Syp, szp, typzp, txpzp, txpypl,[sx, Sy, SZ, tyz, tXz, txy]l); 


podemos verificar que el sistema de ecuaciones (2.20) se puede expresar en forma ma- 
tricial como 


O o í Y 291 Br 2y1 4 201 Pi Ox 
e a > Y 29» Ba 2y2 0 207 Ba 0, 
%|_| 9% 3» 2y3 Ps 2y3 03 20 Bs 0, 
Ty! 02 03 B2 B3 Ya Y3 Y2 B3 + B2 Y3 Y203 +0 Y3 0 B3 AS B2 03 Tyz 


Trz! 0] 03 Bi Bs Y1Y3 Yl Bs + Bi Y3 Y10d%3+01Y3 0 B3 AE Bi 03 Txz 
Ty! y! 0] 0 Br Ba Y1Y2 Yi Ba + Br Y Y10+O0Y a Ba ml Br 0 Tx y 
——— _ —  _ _——_ uz == “__—_- 
o! To ll 
(2.23) 
En este punto, es importante advertir al lector de la diferencia entre la matriz de 
esfuerzos O y su representación alterna como un vector o y que se desarrolla utilizando 
la notación de Voigt, la cual se explica en el apéndice A.5. 


2.6.2. Particularización de la matriz de tensiones al caso 
bidimensional 


Una particularización de las fórmulas anteriores es la rotación de los ejes x y y en su 
propio plano, dejando el eje z sin modificación; en este caso, de modo similar a como 
se definió la matriz de transformación que aparece en la ecuación (2.12), y usando la 
figura 2.8, tenemos que é; = [cos 6, sin 6, 0]7, é) = [- sin 0, cos 6, 0]7 y el tercer vector, 
que corresponde al eje z, se mantiene igual, normal al papel, es decir, €; = [0, 0, 1]7. 
Desde este caso, la matriz de transformación T está dada por 


cosó —sinó 0 
T=| sing cosó 0 
0 0 1 


y, en consecuencia, si suponemos 0, = Tyxz = Tyz = O (aquí consideramos un caso de 
tensión plana que estudiaremos en la sección 4.8.1), de acuerdo con el programa de Ma- 
xima: 


/* Se define la matriz de transformación T x/ 
T : matrix( 

[ cos(t), -sin(t), 01, 

[ sin(t), cos(t), 01, 

[ 0, 0, 1] 
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/* Se define la matriz de tensiones en coordenadas rectangulares sigma */ 
sigma : matrix( 

1 sy, O 1, 

[ txy, sy, 01], 

[ 0, O, O ] 

)$ 


/* Se calcula la matriz de tensiones sigmaP en el sistema de coordenadas */ 
/* especificado por los vectores definidos en la matriz T x/ 
sigmaP: trigreduce(transpose(T).sigma.T); /* ecuación (2.18) */ 


/* Se extraen los términos de la matriz de tensiones sigmaP x*/ 
Ssxp : sigmaP[1][1]; 
syp : sigmaP[2][2]; 
txpyp : sigmaP[1][2]; 


el resultado es el siguiente: 


Cod 
+ 
2 2 


O +0, 0-0 , 
> A A y Eo Sn20 (2.24b) 


Ty y (0) = 7, y cos 20 — Ea Z sE sin 20 (Qi 
0. (0) = Tuz (0) = 0) = O, 


ro] 
2 cos 20 + Ty Sin20 (2.24a) 


0x:(0) = 


0y(0) = 


lo cual es matemáticamente equivalente a 


Oy cos? O sin? O 2sin0cosO Ox 
oye |= sin? 9 cos?9  -2sin6cosó || o, |. (2.25) 
ER -sin9cosO sin0cosO cos?0-sin?0)Xr,, 
€XÑ—_—__—AAAAAAAAAA 
To,2D 


Dichas fórmulas definen la transformación de esfuerzos en el caso bidimensional. 
Se deja como ejercicio al lector demostrar que 0,(0) = 0,,(0 + 907). Tenga presente 
que, en el código anterior, el comando trigreduce de la línea 17 le solicita a Maxima 
que las ecuaciones resultantes estén expresadas en función del doble ángulo, esto es, 20, 
empleando para tal fin las identidades trigonométricas mostradas en el apéndice A.l. 


Ejemplo 2.2. Expresando los esfuerzos con respecto a otra base en el caso bidimensional 


Considere el sólido elástico de espesor t mostrado en la figura 2.9 y sometido a la 
acción de una carga puntual longitudinal de intensidad P. Este ejemplo es el llamado 
problema de Flamant, que se discutirá en la sección 6.13.3. Con respecto a los ejes 


DU au No. 
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Figura 2.9. Problema de Flamant: plano de espesor t sometido 
a una carga lineal. La carga P mostrada se expresa en unidades de 
fuerza sobre unidad de longitud, ya que es una carga longitudinal. 


mostrados en dicha figura, se puede demostrar (ver la ecuación [6.86]) que las com- 
ponentes del esfuerzo están dadas por 


222% 2Py? Ñ 2Pxy? 


M 7 a 2.26 
a se r(x? + y?) Tzy r(x? + y?) ( ) 


r(x?+ y?) A 
Se pide reescribir las componentes de esfuerzo 0, 0, y T,, en función de los ejes x' 
lA 
JO 
Solución 


Recordemos que las fórmulas de conversión de coordenadas rectangulares a polares son 
x =rcos0 y y = rsin 0; por lo tanto, aplicando las fórmulas anteriores, se pueden rees- 
cribir las ecuaciones (2.26) como sigue: 


2P sin O cos? 8 2P sin? O 2P sin? O cos 9 
Oy = - ay = == Fyy = EA 


TY TY TY 


Teniendo en cuenta que los vectores unitarios que describen los ejes x' y y” son res- 

. Al . T Al . T . ., 
pectivamente é; = [cos 6, sin0]' y é, = [-sin 0, cos 0]”, podemos aplicar la ecuación 
(2.16) y el siguiente código de Maxima: 


/x* Se especifican las fórmulas de conversión de coordenadas rectangulares a 
polares, las cuales serán reemplazadas en (sx), (sy) y (txy) */ 

x : rxcos(t); 

y : resin(t); 


/* Se especifican las ecuaciones correspondientes al sigma x (sx), sigma y 
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(sy) y tau xy (txy) dados por el problema, con la aplicación de 
simplificaciones trigonométricas mediante el comando TRIGSIMP x*/ 
sx : trigsimp(-(2*Pxx"2x*y)/(%pix*(x"2+y72)72)); 
sy : trigsimp(-(2*Pxy?3) /(%pi*(x"2+y72)72)); 
txy : trigsimp(-(2xPx*xx*y"2)/(%pix(x"2+y?2)72)); 


/x Se definen las matrices sigma y T x/ 
sigma : matrix( 

[ sx, txy l, 

[ txy, sy 1] 

)$ 


T : matrix( 
[ cos(t), -sin(t) ], 
[ sin(t), cos(t) ] 


)$ 


/x Se transforma la matriz de esfuerzos utilizando la ecuación (2.16) */ 
sigmaP: trigsimp(transpose(T).sigma.T)$ 


/* Se determinan los valores sigma x prima (sxp), sigma y prima (Ssyp) y 
tau x prima y prima (txpyp) x/ 

SsxXp : sigmaP[1][1]; 

syp : sigmaP[2][2]1; 

txpyp : sigmaP[1][2]; 


para obtener: 


2P sin 0 
ad 


Ox! = 


Observe que al transformar los esfuerzos al sistema de coordenadas expresado por 
los ejes x' y y” se simplifica notablemente las ecuaciones, por lo que es preferible trabajar 
con esta última formulación. Finalmente, note que cuando r > 0 el esfuerzo tiende a 
infinito, lo cual no es físicamente posible. En la realidad lo que pasaría es que existiría 
fluencia en el material alrededor de la carga puntual; sin embargo, los esfuerzos alejados 
de dicha carga puntual sí se podrían estimar por las ecuaciones anteriores, en virtud del 
principio de Saint-Venant, que veremos en la sección 5.11. 

Tenga en cuenta que, en el código anterior el comando trigsimp de las líneas 9, 10, 
11 y 25 le solicita a Maxima que las ecuaciones resultantes se simplifiquen utilizando la 
identidad trigonométrica sin? O + cos? 9 = 1 (ver apéndice A.1). 


2.7. Esfuerzos normales y tangenciales sobre un plano 


Consideremos el elemento triangular mostrado en la figura 2.10. Para facilitar la repre- 
sentación gráfica, se ha dibujado el caso bidimensional, pero las siguientes deducciones 
se harán para el caso tridimensional (de este modo, el caso mostrado es análogo a la 
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dx 


Figura 2.10. El esfuerzo q se puede descomponer en dos vectores ortogonales, un esfuerzo 
normal 0, que es colineal con el vector A y un esfuerzo cortante 0, que yace en el plano 
AB; de este modo, q = 0, + 0. Por simplicidad en la representación gráfica, aquí se 
dibuja el caso bidimensional. Observe que la inclinación del plano está descrita 
por su vector normal ñ, el cual tiene una inclinación O con respecto al eje x. 


figura 2.6b). Según lo explicado en la sección 2.1, el esfuerzo q que actúa sobre la ca- 
ra AB es básicamente un vector que puede descomponerse en dos vectores ortogonales 
0, y 0, que cumplen la ecuación (2.2), esto es: q = 0, + 0,. Aquí, AB debe conside- 
rarse como parte de la región rectangular AA mostrada en la figura 2.1. Por un lado, el 
vector 0, representa la componente del esfuerzo normal ejercido por el vector q; este 
vector es básicamente la proyección del vector q sobre el vector normal unitario ñ, o sea, 
a, = Proy q/A (ver apéndice A.16.4 para un repaso de la proyección de vectores), 
quí 


o, = Proy q/ñ = y ñ (de acuerdo con la ecuación [A.16.4])) 


A . A A A AT A 
de donde se deduce que el vector ñ se estira (o contrae)” o, = q-á = (añ)-ñh =ñ' oñ 
veces, ya que á es un vector unitario.? Observe que ¡esta es la ecuación (2.21)! (¿Puede 


20 Recuerde que a-b=a"b=b'ayque(AB)” = BA”. 
21 En este punto es importante advertir al lector sobre la convención utilizada en el libro: los vectores 
se escriben con negrilla y letras minúsculas; las matrices se escriben con negrilla y letras mayúsculas, 
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dar detalles?); en consecuencia, tenemos que |o,,| (sin negrilla) es la norma del vector 6, 
(con negrilla): 
[0] = [0] =|q + ñl. 


Se pregunta al lector, ¿por qué se debe colocar el valor absoluto en la ecuación anterior? 
Particularizando la anterior ecuación al caso tridimensional, tenemos que 


Oy = 000 + 0,8 + 0,y7 + 27,0 y + 27,¿By + 27,08, (2.27) 


la cual es igual a la ecuación (2.21). Cuando 0, > O se dice que 0, es un esfuerzo a tracción 
y cuando 0, < O se dice que o, es un esfuerzo a compresión. 
Por otro lado, el esfuerzo tangencial está dado por 


0s=q-060, 
= 0ñ — 0, 
= (9-01) ñ, (2.28) 
donde I es la matriz identidad. La norma de o,, denotada por [r,| := [a,|, se calcula 


teniendo en cuenta que aplicando el teorema de Pitágoras sobre las proyecciones de q 
en la figura 2.10, resulta [| q? = 0? + 7? y, por lo tanto, 


[Tr] =1/ (0.0 + Toy B + Ty? + (Ty 04 0) BH Ty)? + (7200 + 7,28 + 07y)? — 07. 


(2.29) 
Estas operaciones se pueden verificar en Maxima con el código siguiente: 


1 load("eigen"); /x* Se carga la librería "eigen" x*/ 
2 

3|sigma: matrix( 

4. [sx,txy,txzl, 

| [txy,sy,tyzl, 

6. [txz,tyz,sz] 

7 WE 


ng: columnvector([“alpha, “beta, %gamma]); /* Se define un vector columna */ 
u/q: sigma.ng; 
| sigman: expand(transpose(q).ng); /* Esto es el producto punto entre q y ng */ 


¡| taun2: transpose(q).q - sigman”2; 


Aquí la línea 1 carga la librería de Maxima "eigen", donde se define a la función 
columnvector; las líneas 3 y 9 definen, respectivamente, la matriz de tensiones a y el 


y los escalares con letras (latinas o griegas) sin negrilla. Por esta razón, 0, (sin negrilla) representa 
un escalar y 0, (con negrilla) representa un vector; por otro lado, M (con negrilla) representa una 
matriz. 
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vector columna ñ; en particular en la línea 9 se llamaron a las letras a, f y y, respectiva- 
mente, como %alpha, *beta y %gamma. Luego en las líneas 11, 13 y 15 se calculan, según 
corresponda, las ecuaciones (2.5), (2.27) y (2.29). Observe que en la línea 13 se usa el 
hecho de que q :á = q" y en la línea 15 el hecho de que [|q||? = q: q = qq. Note que en 
Maxima el operador punto (.) se utiliza para indicar la multiplicación de matrices por 
vectores. 

Observe que la ecuación (2.29) no nos informa sobre el signo del esfuerzo cortante; 
sin embargo, esto no debe preocuparnos, puesto que en las aplicaciones prácticas si bien 
es importante conocer la dirección en la cual se ejerce el esfuerzo cortante, es de poco in- 
terés conocer su sentido. De todas formas, la dirección y el sentido del esfuerzo cortante 
lo podremos determinar fácilmente utilizando la ecuación (2.28). 

En el caso bidimensional, los esfuerzos normales y cortantes están dados, respecti- 
vamente, por las ecuaciones (2.24a) y (2.24c), ya que con la rotación el esfuerzo 0,, se 
convierte en el esfuerzo normal o,, y el esfuerzo cortante 7...» se convierte en el esfuerzo 
cortante 7, y, en consecuencia,? 


Oy ED 


s(0)= O 20 + 7, sin20 (2.30) 
= 0, cos” 0 + 0, sin? O + 27, sin 0 cos O 
0 =01 
Ta(0) = T,y cos 20 — => sin20. (2.31) 


Las ecuaciones anteriores se pueden relacionar, respectivamente, con las ecuacio- 
nes (2.27) y (2.29), al tener en cuenta que el elemento se encuentra en el plano xy, por 
lo que debemos hacer y = 0 (ya que el ángulo entre el vector ñ y el eje z es 90%, y en 
consecuencia y = cos90” = 0), y haciendo” 0, = Ty¿ = Tyz = 0. Dicha comparación se 
deja como ejercicio al lector. 

Por último, es conveniente hacer énfasis en que tanto 0, como 7, son cantidades es- 
calares que no tienen sentido alguno a menos que se especifique correctamente el plano 
al cual están asociadas, ya sea mediante los cosenos directores a, f y y en el caso tridi- 
mensional, o simplemente mediante el ángulo O en el caso bidimensional. 


2.8. Esfuerzos y direcciones principales 


Si cambiamos la orientación del plano inclinado AB mostrado en la figura 2.10, el vector 
unitario normal 4 cambiará junto con los vectores de esfuerzo normal o, y tangencial 
0, (recuerde que, según lo visto en la sección 2.1, la definición de esfuerzo siempre está 
asociada a un plano). 

En esta sección nos preguntaremos si es posible encontrar la dirección de la normal 
ñ para la cual el esfuerzo cortante 0, es cero; alternativamente, nos podemos preguntar 


22 
23 


Tenga presente las identidades trigonométricas que aparecen en el apéndice A.l. 
Estamos considerando aquí un sólido en estado de tensión plana. Este concepto lo veremos en la 
sección 4.8.1. 
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si es factible encontrar una dirección de la normal ñ, de tal modo que el esfuerzo q sea 
igual a 0,. Dicha dirección se conoce como la dirección principal, sa magnitud se llama 
el esfuerzo principal y la superficie donde actúa, el plano o superficie principal. 

La solución está dada al encontrar un plano cuya normal ñ sea colineal con el vector 
de esfuerzos q, esto es: 


(2.32) 


alternativamente, se puede hacer o, = 0 en (2.28), obteniendo el sistema homogéneo” 
de ecuaciones lineales 
(a - 0,1) í=0, (2.33) 


que se puede escribir en notación indicial como 
(o NN 0/9;¡)M; = 0, 


donde d;¡ denota la función delta de Kronecker. 

En este caso, 0, junto con las componentes del vector ñ = [a, f, y]" son nuestras 
incógnitas. Tenemos pues el sistema de tres ecuaciones (2.33), el cual está escrito en 
términos de cuatro incógnitas (0,,, «, P, y). Una cuarta ecuación tiene en cuenta el hecho 
de que [|| = 1, en otras palabras, 


a+ B4+y?=1. (2.34) 


Observe que la solución trivial a (2.33), A = 0, no satisface la condición (2.34) y, por 
lo tanto, no es aceptable. La solución a este problema requiere el cálculo de los valores y 
vectores propios de la matriz de tensiones a (ver apéndice A.16.1). A continuación, demos- 
traremos que los valores propios corresponderán a los esfuerzos o tensiones principales 
y los respectivos vectores propios se asociarán a las direcciones principales. 

Sabemos que la solución a un sistema homogéneo de ecuaciones lineales existe si y 
solo si el determinante de la matriz formada a partir de los coeficientes de las incógnitas 
es cero. Por consiguiente, se requiere que 


det (a — 0,1) = 0. (2.35) 


A continuación, resolveremos el problema de valores y vectores propios para el caso 
bi- y tridimensional. 


24 Se dice que un sistema lineal de ecuaciones Ax = b es homogéneo si b = 0. Por álgebra lineal se sabe 


que el sistema tiene una solución de x diferente de cero si y solo si det(A) = 0. 
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2.8.1. Tensiones y direcciones principales en dos dimensiones 


En dos dimensiones,” suponiendo que el elemento se encuentra en el plano x y, la matriz 
de tensiones está dada por (ver ecuación [2.3]) 


a = E ña l (2.36) 


Reemplazando esta matriz en (2.35), tenemos: 


0, — 0, T 
det(a-0,D)=| ” lós 
S Ta Uy Ó 


= (0, — 0) (o, - 0) - La 


= 07 (0,+0,) 0, +0,0, 72, =0. (2.37) 
AA AAMMNMM¿MMMNAN=>>AAAA 
ac? +b0n +C 


Observe que det (a — 0,1) es un polinomio de segundo grado llamado el polino- 
mio característico (characteristic polynomial en inglés) de la matriz a bidimensional (ver 
apéndice A.16.2); adicionalmente, a det (a — 0,1) = O se le conoce como la ecuación 
característica de a. Las raíces de esta ecuación son los valores propios de a, es decir, los 
esfuerzos principales. La ecuación (2.37) se asemeja a la ecuación cuadrática: 


ao? + bo, +c=0, (2.38) 
siendo, en este caso, 
a=1 b== (o, + 0,) € = 0y0y — Ti (2.39) 


Las raíces de la ecuación polinómica de segundo grado (2.38) están dadas por 


=b+ yb? -4ac =b-vyb?-4ac 
(02), = (2.40) 
2a Y 2a 


(5), > 


y, reemplazando los términos (2.39) en (2.40), tenemos: 


(2.4la) 


(2.41b) 


23 Siendo estrictos, el análisis aquí presentado solo es completo para un sólido en estado de tensión 
plana. En el caso de un sólido en deformación plana, debemos hacer algunos pasos adicionales que 
detallaremos en la sección 4.8.3. Veremos los conceptos de tensión y deformación plana en las sec- 
ciones 4.8.1 y 4.8.2, respectivamente. 
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Note que el discriminante es siempre mayor o igual a cero, esto es b? — 4ac > 0, 
por lo que las raíces (01),, y (02), , son números reales, cumpliéndose la desigualdad 
(0),, 2 (02),.,- 

Se mencionó que los vectores propios relacionados a los valores propios (2.41) se 
asocian a las direcciones principales; estos definen las direcciones en las que los esfuerzos 
principales actúan, como se muestra en la figura 2.11. Las direcciones principales corres- 
pondientes al esfuerzo principal (01), se obtienen resolviendo la igualdad (2.32), esto 
es añ = 0, ñ, y reemplazando 0, con (01),.,. Se sigue, del hecho que det (4 — 0,1) = 0 en 
la ecuación (2.37), que las dos ecuaciones obtenidas aquí son linealmente dependientes 
y, en consecuencia, se debe escoger una de ellas y utilizar adicionalmente la igualdad 
ar + fi = 1; este sistema de tres ecuaciones ayudaría a encontrar el vector unitario del 
esfuerzo principal mayor. Se procede análogamente para encontrar el vector unitario aso- 
ciado al esfuerzo principal menor (0,),.,, el cual se obtiene reemplazando en la igualdad 
(2.32) el valor o, por (02), 

En conclusión, los vectores asociados a las direcciones principales se obtienen resol- 
viendo los sistemas de ecuaciones: 


(o, - (4),,) 01 + TyyfB1 =0 (o, - (0,),,) 47 + Ty B2=0 
o (o, - (0),,) fBi=0 y Ty 007 + (o, - (0,),,) B,=0 (Q.42) 
aj +Bi=1 a+P=L 


por ende, la dirección principal correspondiente a (01),,, estará dada por ñ, := [a1, Br] SN 


análogamente la dirección principal correspondiente a (0,),,, es 1 := [a2, B,] * Observe 
que tenemos dos sistemas de ecuaciones, cada uno con tres ecuaciones, pero únicamente 
dos incógnitas; como se dijo, es posible verificar que dichas ecuaciones son linealmente 
dependientes, por lo que en cada sistema de ecuaciones solo se necesita utilizar dos de 
ellas. 

Las direcciones principales ñí, y 1, indican básicamente la inclinación del plano AB 
de la figura 2.10, que elimina la componente de cortante o, de dicha cara. Para tal fin 
debemos reemplazar los esfuerzos 0, 0, y Txy por (01),., y (02), , aplicados en las direc- 
ciones ñ, y 11, (figura 2.11). 

Por último, cabe anotar que en la sección 2.8.4 demostraremos que los vectores pro- 
pios A, y ñ, son ortogonales. 


Ejemplo 2.3. Cálculo de los esfuerzos y direcciones principales en el caso bidimensional 


Considere un punto de un sólido bidimensional en el cual los esfuerzos son: 0, = 3 Pa, 
0y = 2 Pa y T,y = -4 Pa. Se pide lo siguiente: 


+ Plantear la matriz de tensiones a correspondiente. 


+ Calcular el polinomio característico asociado a O. 
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9, 
Ty 
——» 
Tay 
Ox Ox 
<¿—— ———> 
Tay 

A— 1, 

9, 
(a) 


(b) (c) 


Figura 2.11. El sistema de esfuerzos aplicados en el sólido mostrado en la figura (a) es 
equivalente al sistema de esfuerzos aplicados en (b); en otras palabras, los esfuerzos 0, 0, 
y Txy se pueden reemplazar por (01),,, y (02), , actuando en las direcciones ñ y >, 
respectivamente, y eliminando, de este modo, la acción del esfuerzo cortante aplicado 
sobre las caras del sólido. El gráfico (c) muestra la inclinación para la cual se 
producen los esfuerzos cortantes máximos, lo cual se explicará en la sección 2.9.1. 


| + Calcular la dirección y la magnitud de los esfuerzos principales. 


Solución 


Reemplazando los valores especificados en (2.36) obtenemos la matriz de tensiones pe- 
dida: 


a = ES E Pa. (2.43) 
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El polinomio característico de esta matriz se obtiene fácilmente reemplazando 0,., 0, 
y gy en (2.39) 
a=1 
b =- (0, +0,) =-(3+2) =-5 
=3x2- (-4)? = 10, 


= 2 
€ = 040, — Ty, 


de donde se deduce que la ecuación característica de (2.43) es 
02-50, - 10 =0. 


Este mismo resultado lo hubiéramos obtenido utilizando el comando de Matlab?* 
poly([3 -4; -4 2]). Las raíces del polinomio característico se pueden obtener al reem- 
plazar 0,, 0, y Txy en (2.41), de modo que 


2465, 3-65, 
2 2 
Este cálculo se puede hacer fácilmente en Maxima utilizando el código: 


(01), = a= 6.5311 Pa (07), = a = 1.5311 Pa. 


matrix( 
[-3,-41, 
[-4, 2] 
)$ 


eigenvalues(%); /* Se calculan los valores propios de la matriz anterior x*/ 


siendo el resultado de este: 


sqrt(65) - 5 sqrt(65) + 5 
(%02) [[- A UN RAS A E A dE ll, [1, 1]] 


En Maxima, el comando *s” sirve para referirse al último resultado calculado, de 
forma similar a como funciona el comando Ans de las calculadoras científicas; por otro 
lado, el comando eigenvalues de Maxima retorna una lista con dos sublistas: la primera 
muestra los valores propios de la matriz en cuestión mientras que la segunda muestra 
cuántas veces se repite cada valor propio; así, eigenvalues ( %) está calculando los valores 
propios de la matriz indicada, repitiéndose cada valor propio una sola vez. 

Para calcular las direcciones principales, procedemos a resolver los sistemas de ecua- 
ciones (2.42) utilizando únicamente la primera y la tercera ecuación (o la segunda y la 
tercera ecuación), de donde se obtiene, respectivamente, que 


pa mo pap 


A lo largo del libro utilizaremos con frecuencia el lenguaje de programación Matlab. Un excelente 
tutorial sobre el tema es el “Getting Started Guide”, producido por The MathWorks Inc., la casa 
que desarrolla Matlab. Dicho tutorial se encuentra disponible en http://www.mathworks.com/help/ 
pdf_doc/matlab/getstart.pdf. 
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d+ pia d+ pil 
O sea, 
3.5310; =S 4f$; =0 4.53lla, - 4fB) =0 
a+ Bi =1 a+B=1. 


Una forma ingeniosa y fácil de resolver este sistema es suponer que $, = f, = 1, obte- 

R a , . ll 4 4 
niendo a partir de las primeras ecuaciones que A = 33, Y %2 = 7531 y luego formamos 
los vectores: 


4 A E 
m=|—>,1| =[-1.1328, 1] 
-3.5311 


T 
n, = RAS 1 = [0.88279, 1]*; 
4.5311 
posteriormente estos vectores se normalizan: 
ñ1, = [-0.74968, 0.66180]* 
ñ, =[ 0.66181, 0.74968]", 


obteniendo, de este modo, las direcciones principales asociadas a los valores propios 
(01),, = 6.53113 Pa y (02), , = -1.53113 Pa. La representación gráfica de los esfuerzos 
y direcciones principales se muestra en la figura 2.12. Observe que al normalizar los 
vectores implícitamente se está haciendo cumplir la condición a? + f? =1. 

Tenga en cuenta que todo el ejercicio anterior se hubiera podido resolver fácilmente 
utilizando el comando de Matlab eig, tal y como se ilustra a continuación: 


>> [vecp,valp] = eig([3 -4; -4 2]) 
vecp = 

-0.6618  -0.7497 

-0.7497 0.6618 
valp = 


-1.5311 0 
0 6.5311 


2.8.2. Tensiones y direcciones principales en tres dimensiones 


En el caso tridimensional, la matriz de tensiones a está dada por (ver ecuación [2.5]) 


G=|Txy 0, Tyzl; (2.44) 
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dE eee 2, — (/0.66181 
a 0.66180 elo maes 
q 
a 4 Pa ; 
4 Pa 2 NA8.6* 
3 Pa 3 Pa 


-0.66181 0.74968 
-0.74968 -0.66180 
Figura 2.12. Sólido analizado en el ejemplo 2.3. Los esfuerzos principales 


correspondientes a 0, = 3 Pa, 0, = 2 Pa y Txy = -4 Pa son (01), = 6.53 
Pa y (02), y = 71.53 Pa, los cuales están aplicados en las direcciones 


ñ1, = [-0.74968, 0.66180]” y ñ, = [0.66181, 0.74968]*. Los ángulos 41.4” y 48.6" se 
calculan, respectivamente, como los arcocosenos de 0.74968 y 0.66181. 


si la reemplazamos en (2.35) tenemos que 


Ox — On Txy Txz 
det (9 —0,1) =det| Tyy 0-04 Ty |=0, 
Txz Tyz 07 — On 


que se puede escribir en notación indicial como 
det (o; =- 0/0;,) =0; 
expandiendo el determinante anterior obtenemos: 
(0, — 01) [Co, — On) (0, — 0) — a) a [ro (0, — On) — toifas) 
+ Taz EA = (o, = 0») Tux] =0; 


al agrupar y reducir términos llegamos a la ecuación característica de la matriz de tensio- 
nes a tridimensional (ver apéndice A.16.2):7 


07 ale Lo? = LO, Sl L =0, (2.45) 


El lector se preguntará por qué esa convención de signos tan extraña en la ecuación (2.45). La razón 
de dicha convención subyace al hecho de que esta es la forma usual empleada en muchos textos sobre 
la teoría de la plasticidad para definir los invariantes de esfuerzos; así, algunas ecuaciones propias 
de dicha teoría quedan escritas de una forma más natural. Alternativamente, esta pregunta se puede 
responder al analizar la ecuación (A.5), del apéndice A.16.2, ya que esta emplea la definición de 
polinomio característico dada por (A.4). 
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donde 
O := 1, := 0, +0, +0, =tr(g) (2.464) 
1 
L, := 0,0, + 0407 + 0407 — Ty — Tag — Tag = a ((tr(0)) -tr(a?)) (2.46b) 
=det[ [E *"llidr | "sde [| % 
Txy Oy Txz Oz Tyz Oz 
La 3= 0304074 DEgy Tas Tya = EE = Oy Tio — ts = det(0). (2.46c) 


Aquí tr(a.) denota la traza de la matriz a, es decir, la suma de los elementos de la 
diagonal principal de a. Los coeficientes del polinomio característico 1, 1, e [3 se cono- 
cen como los invariantes de esfuerzos (stress invariants en inglés), y llevan este nombre 
porque su valor es independiente de la matriz o” = T*oT (ecuación [2.16]) con la que 
se está trabajando; en otras palabras, el cambio del sistema de coordenadas, especificado 
por la matriz de transformación T, no cambiará el valor de 1,, L e L. 

Para demostrar que los invariantes de esfuerzo 1, [> e [3 son los mismos independien- 
temente del sistema de coordenadas adoptado, basta con observar que las matrices a y 0” 
son semejantes. Consideremos las matrices A, B y P, las cuales son de tamaño n x n. En 
álgebra lineal, se dice que las matrices A y B son semejantes (similar matrices en inglés), si 
existe una matriz invertible P tal que PAP = B. Es posible demostrar matemáticamen- 
te que las matrices semejantes tienen el mismo determinante, polinomio característico 
y valores propios (aunque los vectores propios, en general, serán distintos). Dado que 
T es una matriz ortogonal, T? = T!, se tiene por virtud de la ecuación (2.16), es decir 
a! = T* gT, que a' y a son matrices semejantes. 

Los invariantes son especialmente útiles cuando se necesita crear descripciones del 
comportamiento de los materiales ya que, obviamente, un material no sabe qué sistema 
de coordenadas hemos utilizado para la descripción de su comportamiento. Haremos 
uso de los invariantes para describir la falla de los materiales en Álvarez-Marín (2023a). 

Las expresiones (2.46) para los invariantes de esfuerzo se pueden obtener en Ma- 
xima utilizando el siguiente código (tenga presente que este software emplea la defini- 
ción (A.4) del polinomio característico): 


sigma: matrix([sx,  txy, txzl, 
[txy, sy, tyzl, 
[txz, tyz, sz 1); 


/x Se calcula el polinomio característico y se expresa como función de sn x/ 
polinomcar: expand(charpoly(sigma, sn)); 


/* Se extraen los coeficientes del polinomio característico, es decir, se 
extraen los invariantes de esfuerzo x/ 

IO: coeff(polinomcar, sn, 3); /x*x imprime -1 x/ 

I1: coeff(polinomcar, sn, 2); 

12: -coeff(polinomcar, sn, 1); 

13: coeff(polinomcar, sn, 0); 
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/* Se verifican las igualdades (2.46), por lo que cada línea debe imprimir x/ 
/x cero. Aquí, el comando mat_trace(M) calcula la traza de la matriz M x/ 
factor(I1 - mat_trace(sigma)); 

factor(I2 - (mat_trace(sigma)”2 - mat_trace(sigma.sigma))/2); 

factor(13 - determinant(sigma)); 


En el código anterior se usaron los comandos: factor(), que factoriza expresiones 
algebraicas; determinant (A), que calcula el determinante de una matriz cuadrada A, y el 
comando mat_trace(M), que calcula la traza de una matriz cuadrada M. Adicionalmente, 
se ha utilizado el comando charpoly(sigma, sn) para calcular el polinomio caracterís- 
tico de la matriz a y escribirlo en función de la variable sn, o sea, 0, (por ejemplo, el 
polinomio característico de A : matrix([2, -1],[-1, 31); es x?— 5x + 5, por lo tan- 
to, pol : expand(charpoly(A, y)); imprimiría en Maxima y? — 5y + 5). Por otro lado, 
el comando coeff se utiliza para extraer los coeficientes de un polinomio: por ejem- 
plo, continuando con el resultado anterior, coeff (pol, y, 2); extrae el coeficiente que 
acompaña a y?, es decir, 1 y coeff (pol, y, 1); imprimiría —5; en otras palabras, 


(sil) A : matrix([2, -11,[-1, 31) 


[A 
(%01) [ ] 
Ls 1 3 1 
(%i2) pol : expand(charpoly(A, y)); 
2 
(%02) y -5y+5 
(13) coeff(pol, y, 2); 
(203) 1 
(%i4) coeff(pol, y, 1); 
(%04) pS 
($i5) coeff(pol, y, 0); 
(505) 3 


Las raíces del polinomio característico (2.45), que llamaremos 0, 0, y 03, son los es- 
fuerzos o tensiones principales y representan los valores de o, que garantizan la existencia 
de un plano para el cual 0, = 0. Estos valores son números reales, los cuales se organizan, 
generalmente, de mayor a menor, en otras palabras, 0, > 0, > 03; como 0;, 0, y 03 son las 
raíces del polinomio característico (2.45), tenemos que 


(0, — 0,) (0, — 0, ) (03 — 0, ) = 0. 


Los vectores propios asociados a los valores propios determinan las direcciones prin- 
cipales. Estos valores no cambiarán al variar el sistema de coordenadas de referencia. Los 
vectores propios determinan los planos principales en los cuales el esfuerzo cortante 0, 
es cero. 
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Figura 2.13. Ubicación espacial de los esfuerzos y direcciones principales en tres dimensiones. 


Si cambiamos el sistema de coordenadas de referencia de [1, 0, 0], [0, 1, 0] y[O, O, 1] 
a uno cuyos ejes principales coinciden con los vectores ñ, A, y ñz, respectivamente, en- 
tonces, en este caso la matriz de tensiones se reduciría a 


a=|0 
0 
aquí los términos de la diagonal principal son precisamente los valores propios de la ma- 
triz de tensión original (2.44). Como los invariantes de esfuerzo son independientes del 
sistema de coordenadas elegido, y dado que utilizando como base de sistema de coorde- 


nadas 1, 1, y Az no tenemos esfuerzos cortantes, se pueden reexpresar los invariantes 
de esfuerzo como 


L = (1 + 02 + 093 (Q.47a) 
L, = 010) + 0703 + 0301 (2.47b) 
13 = 010203; (2.470) 


estas fórmulas se derivan haciendo todos los esfuerzos cortantes igual a cero en (2.46). 
Observe que al comparar (2.464) y (2.47a) se deduce que 


Í| = Ox + 0, + 0, = 01 + 02 + 03; 


esta relación se mantiene independientemente del sistema de coordenadas que define a 
0y, 0, y 07. Finalmente, en la figura 2.13 se muestra la ubicación espacial de los esfuerzos 
y direcciones principales en tres dimensiones. 
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Ejemplo 2.4. Cálculo de los esfuerzos y direcciones principales en el caso tridimen- 
sional 


Considere un punto P sometido a los esfuerzos 0, = 1 Pa, 0, = 3 Pa, 0, = Tyy = Tre = 
0 Pa y Ty. = 2 Pa. Encuentre las direcciones, las magnitudes y los planos sobre los que 
actúan los esfuerzos principales en este punto. 


Solución 


Las magnitudes de los esfuerzos principales que actúan sobre P están dadas por los va- 
lores propios de la matriz 0: 


1.0.0 
E=| Ty 0, Tye]=|0 3 2]| Pa, (2.48) 
0.20 


mientras que las direcciones de dichos esfuerzos principales son básicamente los vecto- 
res propios de (2.48). Debemos encontrar los valores de 0,, para los que el determinante 
de la matriz (a — 0,1) es cero: 


0 2 On 
Calculando el polinomio característico de (2.48) e igualándolo a cero, se obtiene: 


det (a — 0,1) = (1- 05) [(3 — 0, (+01) - (2)(2)] - 0 1(0)(+0,,) - (2)(0)] 
+0[(0)(2) - (3- 0,)(0)] 


= (1- 0,)(0? - 30, - 4) 

= (1- 0,)(0, — 4) (0, +1) 

=-07+40?+0,-4 (usa la definición (A.4)) 
= O, 


y reorganizando, para nuestra comodidad, la expresión anterior con la definición (A.3) 
(de modo que el coeficiente correspondiente a 0; sea +1) resulta: 


07-40? 0, +4=0. (2.49) 


Note que los invariantes de esfuerzo son 1, = 4 Pa, I, = —1 Pa? y I¿ = -4 Pa?; adicio- 
nalmente, los esfuerzos principales son 0, = 4 Pa, 0, = 1Pa y 03 = -1 Pa (observe que 
hemos ordenado estos valores de mayor a menor). Estos valores se obtienen ya sea fac- 
torizando el polinomio característico o utilizando un programa de computador, ya que 
la fórmula para calcular analíticamente las raíces de un polinomio de tercer grado es 
extremadamente complicada y no es útil en la práctica (ver http://en.wikipedia.org/wiki/ 
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Figura 2.14. Polinomio característico (2.49). La intersección del polinomio 
con el eje de las abscisas son sus raíces: 0 = 4 Pa, 07 = 1 Pa y 03 = —1 Pa. 


Cubic_function). En este último caso hubiéramos podido obtener las raíces del polino- 
mio característico utilizando el comando de Matlab roots([1 -4 -1 4]). En la figu- 
ra 2.14 se observa el polinomio característico (2.49) y sus raíces. 

Ahora proseguimos estimando la dirección de dichos esfuerzos principales. Calcule- 
mos entonces el vector propio ñ, = [a,, fi, y] asociado al valor propio 0, = 4; hacien- 
do 0, = 0, y ñ = ñ, en (2.32) se tiene que 


añ; = 01% 

1050 1 01 

0.3 2 Br =4 Bi 

02.0 Y1 Y1 

y se reescriben las ecuaciones del sistema: 

la; = 44 (2.50) 
38; + 2Y1 = 48; (Q.51) 
281 = 4y,. (2.52) 


Por un lado, la ecuación (2.50) indica que a, = 0 y, por otro lado, las ecuaciones (2.51) 
y (2.52) forman un sistema de ecuaciones indeterminado que se reduce a f; = 2y,; por 
lo tanto, haciendo deliberadamente” y, = 1 se obtiene fB; = 2. El vector propio tiene la 
misma dirección que el vector [0, 2, 1]7. Finalmente, tenemos que normalizar [ 0, 2, 1]7 
para que sea un vector unitario y, por ende, cumplir con la condición (2.34). 


q 
Haciendo esto obtenemos el vector propio ñ, = [o | , correspondiente al va- 


2 
> 5? 
lor propio 0. Procediendo de forma similar, se puede deducir que las direcciones de los 
T 
dl a A T A 1 ==) 
esfuerzos principales a, y 03 son, respectivamente, ñ, = [1, 0, 0]” y ñz = [o, 75 A) 
(figura 2.15). Por consiguiente, teniendo en cuenta que la ecuación de un plano con vec- 


tor normal [a, b, c]” que pasa por el origen del sistema de coordenadas es ax+by+cz = 


25 Se sugiere utilizar valores de a, $ o y diferentes de cero. 
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0 (ver apéndice A.2), se deduce que los planos principales correspondientes a ñ,, í) y 
a í13 son, respectivamente, 2y +7 =0,x =0 y y- 2z = 0, tomando P como origen del 
sistema de referencia. 

Es importante resaltar que el sistema de vectores ñ,, ñ, y ñ3 debe formar un sistema 
de coordenadas de la mano derecha; de este modo, se requiere que los vectores propios 
cumplan la propiedad que ñz = ñ, x A. Esto lo podemos comprobar con Maxima: 


/* La librería "vect" define el producto cruz como la combinación del 
operador - y la función express() x/ 
load("vect")$ 


nl [ 0, 2/sqrt(5), 1/sqrt(5) 1$ 
n2a : [ 1, O, 0 1$  /x n2 del ejercicio */ 
n2b [-1, O, 0 1$  /x n2 con sentido contrario x/ 


/* Se calcula el producto cruz: n1 x n2a x*/ 
n3a : express(n1l - n2a); 


/* Se calcula el producto cruz: n1 x n2b x/ 
n3b : express(n1l - n2b); 


siendo la salida del código anterior: 


1 2 
(%05) [0, NE E NOS AA A 1] 
sqrt(5) sqrt(5) 

1 2 
(%06) [0, O TINA ] 


sqrt(5) sqrt(5) 


Según esto, el producto cruz ñz = ñ, x ñ,, O sea, 


0 1 2 
0 Te | x [1, 0, 0]' = o, FG Z (salida %o05), 


se satisface con la elección de los vectores ñ1,, ñ1, y 13 hecha. Si hubiéramos escogido como 


vector %, al vector [-1, 0, o], hubiéramos tenido que cambiar el sentido del vector ñz 
(basta con multiplicarlo por —-1), de modo que el producto 


A ll , A 
o ve | x [-1, 0, 0] = o, 75 A (salida %06) 
se hubiera satisfecho. Este último paso es especialmente necesario si se pretende utilizar 
la base (1, ñ2, 3) como un sistema de ejes en un cambio de base, de acuerdo con lo 
explicado en la sección 2.5. 
Por último, observe que la transformación de la matriz de un sistema de coordenadas 
a otro, dada por la ecuación (2.16), se puede utilizar para verificar que en el sistema de 
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26.565 


Figura 2.15. Direcciones principales del ejemplo 2.4. Observe 
que, en este caso, el vector A, y el vector ¿ coinciden. 


coordenadas descrito por los vectores (ñ;, 1, 13) no existen esfuerzos cortantes. Esto 
se puede verificar con el código de Maxima: 


sigma : matrix([ 1, 0 
[ 0, 3 
10, 2 


, 


T : matrix([ 0, 1, 01, 
[ 2/sqrt(5), 0, 1/sqrt(5) ], JR E inal 02 ME) Y 
[ 1/sqrt(5), 0, -2/sqrt(5) 1)$ 


sigmaP : transpose(T).sigma.T; /* ecuación (2.16) */ 


el cual arroja como resultado la matriz: 


confirmando así lo ilustrado en la figura 2.15. 


2.8.3. Método de Newton-Raphson para encontrar las raíces del 
polinomio característico de la matriz de tensiones utilizando 
una calculadora científica 


Cuando se dispone de un computador con Matlab es fácil calcular las raíces del polino- 
mio característico de la matriz de tensiones go utilizando el comando roots, tal y como 
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se explicó en la página 48. Sin embargo, si solo se cuenta con una calculadora científi- 
ca sencilla, es necesario utilizar el método de Newton-Raphson para encontrar dichas 
raíces. 

El método de Newton-Raphson es un algoritmo matemático bastante eficiente para 
hallar aproximaciones de los ceros o raíces de una función real f; en otras palabras, el 
método encuentra los valores x* que hagan f (x*) = 0 a partir de la fórmula iterativa: 


(2.53) 


para n = 0,1,2,..., hasta que la secuencia converja, de modo tal que en el límite n > oo, 
se tenga que x* = x,,. Con el objeto de utilizar la ecuación (2.53), se debe conocer el valor 
de xp; este es un valor inicial que se suministra al algoritmo y que representa un punto 
cercano a la raíz del polinomio. 

La ecuación anterior se deduce de la siguiente forma: consideremos la expansión en 
series de Taylor (ver apéndice A.7) de la función f alrededor del punto x,,: 


Fa) E 13) =- EE o 0) + Cs = EAN t..s 


si se trunca esta expansión y se utilizan únicamente los dos primeros términos de ella, 


tenemos que 
A Fxn+1) — FX) 

f(x) 
pero teniendo en cuenta que nosotros deseamos encontrar el punto x,,, para el cual 
f(x.+1) es igual a cero, resulta la ecuación (2.53). Tenga en cuenta que el método usual- 
mente convergerá, asumiendo que el valor inicial de xy se encuentre relativamente cerca 
de x* y que f'(x,) +0. 

Podemos utilizar este método para encontrar las raíces del polinomio característico 
(2.49); observe que si hacemos f(x) = x3- 4x?- x +4, tenemos que f'(x) = 3x?-8x-1 
y, por lo tanto, la fórmula de iteración requerida es 


Xpy+1 Y Xp 


x5 4x2 xp +4 
3x2 — 8xp —-1 


Xg+1 = Xp (2.54) 

Para utilizar dicha fórmula en una calculadora científica, se hace uso de la variable 
Ans, la cual almacena el último número calculado y se escribe la fórmula de iteración 
(2.54) en función de esta variable. Como primer paso, se debe poner el valor de xy en la 
calculadora; para tal fin, escribimos un número real, por ejemplo: 10; luego, se oprime 
(o su equivalente). Esto hace que el valor 10 quede almacenado en la variable Ans. 
A continuación, escribimos la fórmula 


Ans - (Ans?3 - 4x*Ans?*2 - Ans + 4)/(3xAns?2 - 8xAns - 1) 
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Fx) 


600 (xo, F(x0)) 


500 
f(x) =x?-4x?-x+4 


(0, f(x2)) Xx 


400 


300 


Raíz 


4 5 6 7 8 9 10 


Figura 2.16. Explicación gráfica del método de Newton-Raphson en la determinación de 
la raíz x = 4 del polinomio f(x) = x? — 4x? — x + 4. A partir del punto x = 10, se 
traza una recta con la misma pendiente que la función f(x) evaluada en el punto 

10 y que pasa por el punto (10, F(10)). La recta cruza el eje de las abscisas en 
x = 7.2877. Dicho procedimiento se repite iterativamente, llegando a los puntos 
5.5750, 4.5805, 4.1220, 4.0072, hasta alcanzar rápidamente la raíz x = 4.0. 


y se oprime [Enter]. Aparecerá, entonces, en la pantalla el número 7.2877; posterior- 
mente, se continúa evaluando la fórmula anterior hasta que la secuencia de números 
en la pantalla converja: 10, 7.2877, 5.5750, 4.5805, 4.1220, 4.0072, 4.0000, 4.0000. Ob- 
serve que la secuencia convergió en 4, lo que significa que 4 es una raíz del polinomio 
f(x) = x? - 4x? — x + 4. Esta convergencia se ilustra en la figura 2.16. 

Repetimos el mismo procedimiento con otro valor de xy, por ejemplo, -8. Utilizando 
este número y siguiendo el mismo procedimiento esbozado, resulta la secuencia de nú- 
meros -8, -5.0353, -3.1276, -1.9547, -1.3111, -1.0504, -1.0017, -1.0000, -1.0000. La se- 
cuencia ha convergido a —1 y, en consecuencia, —1 es otra raíz del polinomio f(x) = 
x? — 4x? — x + 4. Finalmente, debemos repetir el procedimiento con otro valor de xo, 
por ejemplo, 2. Obtenemos la siguiente secuencia de números: 2, 0.8000, 1.0102, 1.0000, 
1.0000. En conclusión, 4, 1 y —1 son las raíces buscadas. 

La selección inicial de los valores de xy requiere tanteo, en consecuencia, se reco- 
mienda escribir valores de xy positivos, negativos y cercanos a cero, y se debe repetir el 
procedimiento hasta encontrar las tres raíces del polinomio. Tenga presente que, en oca- 
siones, un polinomio podría tener raíces repetidas. En este caso, su pericia matemática 


UI 
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debe ser utilizada para guiarse en la búsqueda (por ejemplo, factorizando el polinomio 
característico). Eventualmente, un polinomio podría tener raíces complejas; sin embar- 
go, este no es nuestro caso, ya que las matrices de tensiones son simétricas y existe un 
teorema que garantiza que los valores propios de una matriz simétrica son todos reales. 


2.8.4. Ortogonalidad de las direcciones principales 


En esta sección se demostrará que las direcciones principales son ortogonales entre sí. 
Considere dos direcciones principales ñ; y A; junto con sus correspondientes esfuerzos 
principales o; y 0;, teniendo en cuenta que i + j; estos valores satisfacen la ecuación (2.32) 
y, por consiguiente, 


oñ; = 0ñ; (2.55) 
eñ;=0ñ; (2.56) 
premultiplicamos (2.55) por ñi y (2.56) por ñ;: 
ñi; añ; = 0%; ñ; (157) 
ñ; añ; = oñ hy, (2.58) 
y luego transponemos la ecuación (2.57): 
ño ñ¡=04,ñá; (2.59) 


pero, como la matriz de tensiones a es simétrica, a? = a, al igualar la ecuación (2.59) 
con la ecuación (2.58) se obtiene: 


es decir, 
aATa 
(o; = 0;) n;n;=0; 


pero generalmente (o, - 0;) + 0, de donde se concluye que 


O  (parai+ j), 


lo que indica que las direcciones principales son ortogonales. Esto implica que el án- 
gulo entre dos direcciones principales es 90”. De hecho, en relación con el ejemplo 2.3, 
podemos ver que 


m = [-1.1328, 1]* n, = [0.88279, 1], 
siendo su producto punto n'n, = 0. Y, en referencia al ejemplo 2.4, tenemos que 
dE T 
. 2 l a T A 1. -2 
n= O, » A n, = 1, (0 0 n, = 0, A A ] 
v5 Al poa > | | 


. : ATA 
siendo los tres productos punto de estos vectores igual a cero: í1, í1, = ñ, ñz = ñ) ñ 
Esto lo comprobamos con el código de Matlab: 


al 
¡05 


2. ESTUDIO DE LOS ESFUERZOS EN UN PUNTO 


>> nl [0; 2/sqrt(5); 1/sqrt(5)1; 
>> n2 [1; 0; 0]; 
>> n3 = [0; 1/sqrt(5); -2/sqrt(5)]; 
>> dot(n1, n2) % Esto es equivalente a n1'xn2 
ans = 
0 


>> dot(n1, n3) 
ans = 
0 


>> dot(n2, n3) 
ans = 
0 


En el código anterior se utilizó el comando de Matlab dot, el cual calcula el producto 
punto entre los dos vectores dados como argumentos. 

A continuación, estudiaremos otro método para encontrar los esfuerzos principa- 
les actuantes en un punto, con el cual obtendremos una interpretación diferente de los 
valores y vectores propios: estos indican la magnitud y la dirección de los máximos y 
mínimos esfuerzos normales presentes en el sólido. 


2.9. Círculo de Mohr en problemas bi- y tridimensionales 


La circunferencia de Mohr (llamada incorrectamente el círculo de Mohr), fue propuesta 
por el ingeniero civil alemán Christian Otto Mohr (1835-1918) en 1882 con el objeto de 
representar gráficamente el estado de esfuerzos en un punto. A continuación, detallare- 
mos esta representación en los casos bi- y tridimensional. 


2.9.1. Círculo de Mohr en dos dimensiones 


En la sección 2.7, y en referencia a la figura 2.10, vimos que los esfuerzos 0, Oy Y Txy 
están equilibrados por un esfuerzo normal o, y un esfuerzo cortante T,,, dados por las 
ecuaciones (2.30) y (2.31), que varían con la inclinación 0 del plano AB. 
Estas dos ecuaciones, que se reescriben aquí por conveniencia,” 
Us b0y. Uy 05 


a(0) == 


Ta (0) = T,y cos 20 — 


cos 20 + 1, sin 20 (2.30) 


0-0 
2 sin 20, (2.31) 


describen una curva paramétrica?*% (5,(0), T,(0)) que comienza en el punto (0, T,y) 
y que se grafica en el sentido en el que giran las manecillas del reloj a medida que 0 


22 Veremos en la sección 4.8.1 que estas fórmulas, y en general la formulación del círculo de Mohr aquí 


presentada, son únicamente válidas para sólidos en un estado de tensión plana. 


30 Enelapéndice A.9 se presenta un repaso de las curvas paramétricas. 
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varía” de 0” a 180”. Observe que (0, (0%), 1,(09)) = (0,(180>), 1, (1809)) = (0%, T,y). 
Las ecuaciones (2.30) y (2.31) se pueden reformular como 


Ox — 


0, +0, 0,-0 . Oy. 
- 2 2 cos20 + Ty sin 20 Tn = Ty cos20 - 2 sin20; 


2 


On 


al elevar al cuadrado ambos lados de cada una de las dos ecuaciones anteriores y sumar- 
los resulta: 


O, + 0, Y? Li =0 2 0-0 2 
(0, - 222) q e = (22 cos20 + r,ysin20) + (1,,cos28- 222 sin20) ; 


después de abrir los paréntesis y hacer las simplificaciones respectivas, la ecuación ante- 


rior se reduce a , ¿ 
0% +0, 3 00% a 
n= —— | +=] +7. 
2 2 


., . . . Ox+0 
Observe que esta ecuación describe una circunferencia”? con centro en el punto ( E 0) 
y radio 


como la mostrada en la figura 2.17b; dicha circunferencia es llamada incorrectamente 
el círculo de Mohr en dos dimensiones y representa el lugar geométrico de las posibles 
combinaciones de esfuerzos cortantes y normales que están presentes en un punto dado 
para todas las inclinaciones O del plano de referencia AB de la figura 2.10. De todos estos 
esfuerzos, es de particular interés conocer la inclinación O para la que se producen los 
esfuerzos normales 0, máximos y mínimos sobre el punto en consideración; obviamente, 
es también importante conocer su magnitud. 

Para encontrar el valor máximo y mínimo de la función 0,(0), procedemos a derivar 
(2.30) con respecto a 0 y luego igualamos dicha derivada a cero: 


doit0) = (o, - 0;) sin20 + 27, cos20 = 0, 
d6 
para obtener: 
Tx 
tan 20 = 3. (2.60) 


2 
Según se aprecia en la figura 2.18, esta ecuación corresponde a dos triángulos: uno 


con cateto opuesto Ty y cateto adyacente 2% , y otro con cateto opuesto —T,y y cateto 


31 Observe que O varía en el intervalo [0?, 180?), no en el intervalo [0?, 360”) como inocentemente se 


puede pensar. ¿Por qué? 
Recuerde que una circunferencia de radio r y con centro en el punto (xp, yo) está descrita por la 


ecuación 
2 


(«x0)+(y=y0) =1?. 


au 
al 


2. ESTUDIO DE LOS ESFUERZOS EN UN PUNTO 


(a) (b) 


Figura 2.17. Círculo de Mohr en dos dimensiones. El círculo de Mohr es el conjunto de 
todos los puntos (0;,, 1, ) que aparecen al variar el parámetro 0 en el intervalo [0?, 1809). 
Aquí 0, y T, están descritos, respectivamente, por las ecuaciones (2.30) y (2.31). El centro 


; ; 0x+0 : Ox—0y y? z 
de esta circunferencia es ( E 0) y su radio es (532%) + Tiy: El ángulo 4 AOB se 


utiliza para determinar la inclinación del plano principal donde se produce el esfuerzo 
normal máximo. Note que en la figura (a) el sentido del ángulo es antihorario, ya que esa 
es la convención usual en matemáticas para describir un ángulo positivo; por otro lado, en 
la figura (b) el sentido del ángulo es horario, ya que así se desarrolla la curva paramétrica. 


adyacente - 25%, Observe que el ángulo 26, de la ecuación (2.60), está asociado a la 
inclinación de las hipotenusas de dichos triángulos y puede, por lo tanto, tomar dos 
valores: 20, y 20); esto nos permite reescribir (2.60), más explícitamente, como”? 


(Q.61a) 


(2.61b) 


33 Si usted desconoce el uso y la existencia de la función atan2, descrita en la sección 2.9.3, es natural 
que quiera simplificar los signos de la ecuación (2.61b); sin embargo, se le solicita al lector que con- 
tenga dicha tentación, hasta que estudie el uso de la función atan2 para el cálculo numérico de las 


ecuaciones (2.61). 
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20) := 20, +180% 


8 _ Txy 
> sin 20, = - HQ 
y 
Ox—0: 
cos 20), = - 32 


Figura 2.18. Cálculo de sin 201, cos 20, sin 20, y cos 20). Estas 
relaciones trigonométricas se obtuvieron teniendo en cuenta 
que tan 20, y tan 20) están dadas por las ecuaciones (2.61). 


Si bien el 1/2 del denominador se podría pasar al numerador como un 2, es preferible 
conservar la forma mostrada por su interpretación física en las figuras 2.17 y 2.18. En la 
figura 2.17 se denota el 20, como el ángulo 4 AOB, de acuerdo con la ecuación (2.61a). 

De la figura 2.18 se aprecia inmediatamente que 20, = 20, + 1807; de aquí se despren- 
de que 0, = 0, + 90", en otras palabras, el ángulo O puede tomar dos valores que difieren 
en 907. A partir de las ecuaciones (2.61) se pueden deducir varias relaciones trigonomé- 
tricas, que se muestran en la figura 2.18. 

A continuación, demostraremos que, para la inclinación dada por el ángulo 0, el 
esfuerzo normal g,, toma el valor máximo (01), y Y para la inclinación dada por el ángulo 
0), el esfuerzo normal 0, toma el valor mínimo (0>),.. 

Reemplazando las relaciones trigonométricas deducidas con la ayuda de la figura 2.18 
para el ángulo 20, en la ecuación (2.30), obtenemos: 

Ox +0, 0% 0y0,- 0 Ta 
on(01) = (0) Si > +5 z 2R 2 + y 


Oj A Os Ñ (0, e ay) m Ey 


2 4R R 
0, +0 0, — 0, Y? 
7 (22) on 
2 y 


Procediendo análogamente con las relaciones trigonométricas deducidas para el ángulo 
20, resulta: 


Ox + 0y (0; - 0) Tay 
Z AR OR 


a,(02) = (02), = 
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Hemos demostrado que los esfuerzos normales 0, máximo (0;),, y mínimo (02),,, 
sobre el plano xy se alcanzan, respectivamente, para 


(2.62a) 


(2.62b) 


Observe que estas son las mismas ecuaciones (2.41) y, en consecuencia, según lo 
explicado en la sección 2.8, los esfuerzos cortantes son nulos sobre los planos principales. 
Esto se puede verificar gráficamente en la figura 2.17, al observar que la coordenada en 
T, de los puntos B y D es cero, mientras que sus coordenadas 0, corresponden a las 
dadas por las ecuaciones (2.62); alternativamente, se puede hacer 1, (0) = 0 en (2.31) y 
resolver el ángulo 20 para el cual se satisface la anterior igualdad, obteniendo de nuevo 
la ecuación (2.60) (se deja este ejercicio al lector). Llamaremos a dichos valores (2.62) 
los esfuerzos principales máximo y mínimo, respectivamente, y diremos así mismo, que 
los correspondientes planos descritos por los ángulos 0, y 0, que satisfacen (2.61) son 
los planos principales. Como los dos valores de O difieren en 90”, concluimos que los 
esfuerzos principales ocurren en planos mutuamente perpendiculares. 

Si se procede de igual modo con (2.31) para obtener los esfuerzos cortantes T, máxi- 
mo (Tmáx)y y, Y mínimo (Tmín),,, SObre el plano xy, resulta que 


a ml (02), E 
A 


(2.63) 


E (5),, EN (e Ñ 
o E 


estos esfuerzos se producen para las inclinaciones dadas por los ángulos 0., y 0.2 que 
satisfacen, respectivamente, las ecuaciones”* 


cot 20. NT RZg (2.64a) 


cot20., ==. (2.64b) 
+ —— 


34 Si usted desconoce el uso y la existencia de la función atan2, descrita en la sección 2.9.3, es natural 


que quiera simplificar los signos de ambas ecuaciones (2.64) para reducirlas a la única expresión 
2Txy A os z 

cot20. = - 2; sin embargo, se le solicita la lector que no lo haga, pues entenderá las razones 

cuando estudie el uso de la función atan2. 
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Veremos más adelante que 0. y 0.2 se producen a 45” de los planos principales, más 
explícitamente a O. = 0, - 45% = 0, + 45" y O. = 0, +45" = 0, - 45. 

Hemos deducido que, ya sea calculando los valores y vectores propios de la matriz 
de tensiones bidimensional (2.36) o simplemente aplicando las ecuaciones (2.61) y (2.62) 
podemos calcular las direcciones y magnitudes de los esfuerzos principales. Estos esfuer- 
zos no solo son los máximos y mínimos posibles, sino que se presentan para una incli- 
nación en la cual los esfuerzos cortantes son nulos, como se aprecia en la figura 2.17a. 
Por último, tenga en cuenta que la relación entre los ángulos 0, y 0, encontrados a partir 
de las fórmulas (2.61) y los vectores propios que se encuentran al resolver el sistema de 
ecuaciones (2.42) están dadas por (se deja como ejercicio al lector la deducción de estas 
fórmulas): 


ñ, = [cos(6,), sin(0,)]" ñ1, = [cos (0,), sin(0,)]" 
[cos (0, + 90%), sin(0, +90%)]%. (2.65) 
= [-sin(0,), cos(0,)]*. 


Estas ecuaciones determinan las direcciones, mas no los sentidos de los vectores ñ; 
2.35 
y 1. 


2.9.2. Gráfica e interpretación del círculo de Mohr en dos dimensiones 


Para graficar el círculo de Mohr se deben seguir los siguientes pasos, los cuales están 
descritos con referencia a la figura 2.17b: 


+ En un plano que tiene como abscisa 0, y como ordenada T, (que apunta hacia 
arriba),** trazamos una recta que pase por los puntos C y A, los cuales tienen, 
respectivamente, las coordenadas C := (o, Ty) y A:= (o, Ti): 


+ El punto de intersección de la recta que une los puntos A y C con el eje o, es O, el 


A Ox+0. 
centro de la circunferencia, el cual debe tener las coordenadas ( E 0). 


+» Medimos la distancia AO; esta distancia es el radio de la circunferencia, la cual 


debe ser igual a y/ (y dr 


+ Medimos con un transportador, en el sentido de las manecillas del reloj, el ángulo 
4 AOB y dividimos dicho ángulo entre dos para obtener el ángulo 0,. El ángulo 
4 AOB satisface la ecuación (2.61a), ya que el cateto opuesto es +7, y el cateto 


35 Recuerde que todo vector, en IR”, tiene tres características: longitud, dirección y sentido. La longitud 


de un vector indica la distancia entre su cola y cabeza, la dirección de un vector determina la orienta- 
ción de la recta en el espacio sobre la que se ubica y el sentido del vector indica hacia dónde se dirige 
o apunta. 

En muchos libros se utiliza la convención de graficar el círculo de Mohr en un plano donde el eje de 
las ordenadas 7, apunta hacia abajo; esto con el objeto de hacer que el ángulo 4 AOB sea positivo 
cuando se mide en el sentido contrario a las manecillas del reloj. 


36 
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adyacente es +(0, — 0,)/2. Tenga muy presente que el punto A se encuentra en la 
posición (o, Ta) 


+ Como complemento al dibujo de la circunferencia, hacemos un gráfico parecido 
al que aparece en la figura 2.17a; en este caso, los ángulos 0, y 0, se deben medir 
en el sentido contrario a las manecillas del reloj. 


La razón del porqué se grafica el círculo de Mohr de la forma descrita es la siguiente: 
recuerde que el círculo de Mohr bidimensional se describe por la curva paramétrica 
(0,(0), 7,(0)), que aparece al variar el ángulo 0 en el intervalo [0*, 1809). La gráfica 
resultante se dibuja en el sentido de las manecillas del reloj, a medida que O se incrementa 
entre 0? y 180”. Cuando 0 = 0”, se tiene que (0,(0*), 7,(0%)) = (0;, Ty), el cual es el 
punto A. Conforme O aumenta en un grado, se grafica un arco de dos grados de la curva 
paramétrica que representa el círculo de Mohr; al llegar al punto B, tenemos que 0,(0) 
es máximo y el ángulo 4 AOB (medido en el sentido horario) equivale a dos veces 0,. De 
igual forma, se podría decir que el ángulo 4 A0OD medido en sentido horario describe 
el ángulo para el cual 0, es mínimo y, en este caso, el ángulo 4 AOD medido en sentido 
horario será igual a dos veces el ángulo 0). Finalmente, los ángulos 4«AOE y 4«AOF 
(medidos en el sentido horario) representan los ángulos para los cuales se encuentran 
los esfuerzos cortantes máximos y mínimos, respectivamente, esto es 0., y O.,. 

En resumen, una vez hemos graficado el círculo de Mohr, se debe interpretar el di- 
bujo, así: 

» La circunferencia corta el eje de las abscisas 0, en dos puntos: B y D. La lectura de 


0, para B es el esfuerzo principal máximo (0), y Y la de D es el esfuerzo principal 
mínimo (0,),.,. 


+ El radio del círculo representa la magnitud del esfuerzo cortante máximo (Tmáx),, E 
adicionalmente, el esfuerzo cortante mínimo estará dado por (Tmín), y= > (da 


+ Los siguientes ángulos medidos en sentido horario están asociados con los esfuer- 
zos normales y cortantes máximos y mínimos (figura 2.19): 


+ £AOB= 20;: aquí 0, es el ángulo para el cual se produce el esfuerzo normal 
máximo (01),,,. 

+ 4AOD = 20»: aquí 0, es el ángulo para el cual se produce el esfuerzo normal 
mínimo (0,),.,. 

+ £AOE = 20.1: aquí 0. es el ángulo para el cual se produce el esfuerzo cor- 
tante máximo (Tmáx).y- 


+ £AOF = 20: aquí 0. es el ángulo para el cual se produce el esfuerzo cor- 
tante mínimo (Tmín)., ii 


No olvide que el plano principal donde se produce el esfuerzo normal mínimo se 
ubica a 0, + 90%, y los planos en los cuales se produce el esfuerzo cortante máximo y 
mínimo se ubican a 0, — 45” y 0, + 45”, respectivamente. 
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Finalmente, es conveniente mencionar que, a pesar de que es posible dibujar el círcu- 
lo de Mohr a escala para calcular la magnitud y dirección de los esfuerzos principales, es 
preferible encontrar estos valores numéricamente; para tal fin, es conveniente emplear 
la función atan2 que está presente en todos los lenguajes de programación e incluso en 
hojas de cálculo como Excel, que se estudiará a continuación. La utilidad del círculo de 
Mohr radica en la facilidad con la cual se puede representar un concepto relativamente 
complicado con un esquema fácil de entender. 


2.9.3. Lafunción atan2 


Supongamos que queremos obtener el ángulo medido entre el eje x positivo y el vector 
[-1, -1]”. Si utilizamos la función arcotangente para calcular dicho ángulo tenemos que 
arctan 2 = arctan = = arctan1 = 457, lo cual es incorrecto, ya que sabemos que ese ángulo 
reside en el tercer cuadrante y es 225” = -135* (por favor verifíquelo con su calculadora). 


Tmáx 
O, = 8, + 909 
0.4 == 0, = 45? 
O NN 0. = 01 + 45? 

Tmín 


Figura 2.19. Ángulos asociados a los esfuerzos normales y cortantes 
máximos y mínimos; dichos ángulos deben medirse en el sentido 
horario. Recuerde que el punto A tiene las coordenadas (0, Ty): 
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Observe que se debe tener en cuenta el cuadrante en el que reside el vector [-1, -1]7 para 
poder calcular correctamente el ángulo. 

La función atan2 es una función ¡Rx IR > (-7r, 71] que retorna el ángulo correcto en 
radianes entre un vector [x, y]” y el eje x positivo teniendo en cuenta que, para ubicar el 
cuadrante, se utilizan los signos de los argumentos x y y. Esta función está definida por 


arctan ( ) six>0 (cuadrantes 1 y IV) 


z 
arctan (2) +Tm siy>0,x<0 (cuadrante Il) 
y 


atan2( y, x) = a e a y<0,x<0 (cuadrante III) 
2 siy>0,x=0 

Es siy<0,x=0 

indefinido 50: 


de este modo, atan2(1,1) = 7/4 y atan2(-1, -1) = -311/4. Observe que atan2 retorna su 
valor en radianes. La función equivalente que retorna su valor en grados se le conoce, en 
ocasiones, como atan2d (con d de degrees). 

Esta función apareció por primera vez en el lenguaje de programación Fortran, en 
1961 y, desde entonces, se ha popularizado al punto que prácticamente todoslos lenguajes 
de programación la soportan. Sin embargo, es importante revisar el nombre de la función 
y el orden de los argumentos. Por ejemplo, en lenguajes como Matlab, Maxima, Python, 
Julia y C, el orden de los argumentos es primero y y luego x, es decir, la función se invoca 
como atan2( y, x); en otros lenguajes, como Wolfram Mathematica y en muchas hojas 
de cálculo como Microsoft Excel o Google Spreadsheets, la función atan2 tiene un orden 
de argumentos inverso, en otras palabras, se emplea como atan2(x, y). 

Así, pues, es recomendable utilizar la función atan2 de Excel o de su lenguaje de 
programación favorito para resolver las ecuaciones (2.61) y (2.64), ya que al hacerlo se 
obtiene directamente el ángulo para el cual se producen los esfuerzos normales máxi- 
mos/mínimos y los esfuerzos cortantes máximos/mínimos, respectivamente. De esta 
forma, evitamos preguntas del tipo: ¿será conveniente sumar o restar 90? para obtener 
el ángulo apropiado? Por consiguiente, las ecuaciones (2.61) y (2.64) se pueden resolver 


en Matlab utilizando el código: 

ang_2t1 = atan2(+txy, +(sx-sy)/2); % ecuación (2.61a) 
ang_2t2 = atan2(-txy, -(sx-sy)/2); ecuación (2.61b) 
ang_-2tlc = atan2(-(sx-sy)/2, +txy); ecuación (2.64a) 
ang-2t2c = atan2(+(sx-sy)/2, -txy); % ecuación (2.64b) 


e 


e 


No obstante, el cálculo de los ángulos de los planos principales y de los planos donde se 
producen los esfuerzos cortantes máximos y mínimos, en grados, se puede realizar con 
menor costo computacional, así: 


ang-t1 = atan2d(txy, (sx-sy)/2)/2; % a partir de la ecuación (2.61a) 
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ang-t2 = ang_t1 + 90; 
ang_tlc = ang_t1 - 45; 
ang_t2c = ang_t1 + 45; 


Un método alterno al uso de la función atan2, es utilizar la funcionalidad de con- 
versión de coordenadas rectangulares (x, y) a polares (r,0) disponible en todas las 
calculadoras científicas. Por ejemplo, en algunas calculadoras Casio se utiliza la función 
POL(x,y) INTRO para obtener r y posteriormente se oprime ALPHA F INTRO para obtener 
el 0. En este caso, si se resuelve la ecuación (2.61a) con x = 0, — 0, y y = 27, el resulta- 
do que proporciona la calculadora es 2R y 20; si se utiliza x = (0, — 0,)/2 y y = T;y el 
resultado que proporciona la calculadora es R y 20, donde R es el radio del círculo de 
Mohr. 


Ejemplo 2.5. Calculo de los esfuerzos y las direcciones principales 


Considere un punto sujeto a los esfuerzos 0, = —1 Pa, 0, = 2 Pa y T,y = -3 Pa; encuen- 
tre los esfuerzos principales (y su dirección) para el punto en consideración. Ilustre, 
adicionalmente, el uso de la función atan2. 


Solución 


Aplicando las fórmulas (2.41) obtenemos los esfuerzos principales. Por lo tanto, (01), a 
3.8541 Pa y (07), , = -2.8541 Pa. El ángulo de inclinación 0, asociado a (01),., está dado 
por la fórmula (2.61a): 

y AD 


tan 20, = —— = =—. 
0-0. -l=2 -—3 


Teniendo en cuenta los signos del numerador y del denominador de la expresión 
anterior, se puede inferir que estamos trabajando con un ángulo en el tercer cuadrante. 
Luego, el ángulo 20, está dado por arctan(-6/-3) +71, es decir, 4.2487 radianes o alterna- 
tivamente 4.2487 — 271 = -2.0344 radianes; así, 0, = 2.1244 radianes = -1.0172 radianes 
(o sea, 121.72? o -58.287). Sin embargo, una mejor opción es emplear el comando atan, 
el cual nos evita el trabajo de ubicar el ángulo en el cuadrante respectivo (en su defecto 
puede utilizarse la funcionalidad para la conversión de coordenadas rectangulares a po- 
lares que tienen la mayoría de las calculadoras científicas). En este caso, debemos entrar 
como argumentos los catetos opuesto y adyacente del triángulo en cuestión. De este mo- 
do, en Matlab escribiríamos, por ejemplo, atan2(-6, -3)/2, obteniendo así el resultado 
deseado, 0, = -1.0172 radianes = -58.280. 

La dirección correspondiente al esfuerzo (0,), y Se encuentra haciendo 0, = 0, + 2, 
o sea, 0, = 0.55357 radianes = 31.72”. Estos resultados se graficaron en la figura 2.20; el 
círculo de Mohr correspondiente aparece en la figura 2.21. 

Por último, los esfuerzos cortantes máximo y mínimo se presentan en los planos ubi- 
cados a 0.1 = 0, — 45" y 0¿, = 0, + 45", es decir, a 0, = -103.28* y a 0,2 = -13.28", respec- 
tivamente, con una magnitud dada por la ecuación (2.63), esto es (Tmáx),, Qe 3.3541 Pa y 
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no 0.8506 
21 0.5257 


0, = 0.55357 rad = 31.72" 


0, = 1.0172 rad = 58.28" 


0.5257 
0.8506 


Figura 2.20. Solución al ejemplo 2.5. En este gráfico se muestran los esfuerzos principales 
(01), y (02), junto con sus direcciones principales asociadas fi y ñ12. Tenga en cuenta 
que de los vectores 1 y í1, lo único importante es la dirección, no el sentido. 
Observe que (01),,, es un esfuerzo a tracción y (02),, es un esfuerzo a compresión. 


(Tata)e y = 73.3541 Pa. Esto se comprueba, respectivamente, con los comandos de Matlab 
atan2d(-(sx-sy), 2x*txy)/2(=76.7177) y atan2d(sx-sy, -2x*txy)/2 (=-13.283”). A con- 
tinuación, procederemos a resolver este problema utilizando Maxima: 


/x Cargamos la librería para calcular los valores y vectores propios */ 
load("eigen"); 

(%01) /usr/share/maxima/5.13.0/share/matrix/eigen.mac 

/* Los esfuerzos son: x*/ 

sx: -1$ sy: 2$ txy: -3$ 

/* Armamos la matriz de tensiones */ 


sigma: matrix([ sx, txy 1, 
Mrs 


] 
(505) [ ] 
] 
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(Tmáx),y = 3.3541 Pa (0, =T,y) = (2 Pa, 3 Pa) 


Esfuerzo cortante T,, 
o 


-3 2 -1 0 1 2 3 4 
Esfuerzo normal o,, 


Figura 2.21. Círculo de Mohr asociado al ejemplo 2.5. 


/* El polinomio característico se calcula con x/ 
polinomcar: expand(charpoly(sigma, sn)); 


(%06) sn - sn - 11 


/x Las raíces del polinomio característico son la magnitud de 
los esfuerzos principales */ 
solve(polinomcar=0, sn); 


3 sqrt(5) - 1 3 sqrt(5) + 1 
(507) [sn => === 222 SMS > ] 
2 2 


/x* Los valores y vectores propios se calculan con x/ 
uniteigenvectors (sigma); 
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(508) [[[- RO IN A 11, Lo 1]1, 


2 2 
sqrt(2) sqrt(2) sqrt(5) - sqrt(2) 
A 
sqrt(2) sqrt(2) sqrt(5) + sqrt(2) 
ueea aacmeoa 


El primer elemento de esta lista contiene los valores propios. Observe que coinciden 
con la respuesta de la salida ( %07). El segundo elemento de la lista dice cuántas veces se 
repiten dichos valores propios. La tercera y cuarta sublista contienen los vectores propios 
asociados a los valores propios. Obtenemos la respuesta anterior en forma numérica con 


/* Y obtenemos el valor numérico x*/ 


%, numer; 


(509) [[[- 2.854101966249685, 3.8541019662496851, [1, 111, 
[0.85065080835204, 0.52573111211913], 
[0.52573111211913, - 0.85065080835204]] 


Calculamos el ángulo de inclinación de la forma tradicional: 
/* El ángulo asociado al esfuerzo principal 1 es: x*/ 


t1: atan2(2xtxy, sx-sy)/2, numer; 


(010) - 1.017221967897851 


la respuesta está en radianes. Observe que los vectores siguientes coinciden con los calcu- 
lados en (%09): 


/x* El vector unitario asociado al esfuerzo principal 1 es: x/ 
[cos(t1), sin(t1)], numer; 


/* El vector unitario asociado al esfuerzo principal 2 es: x*/ 
[cos(t1 + %pi/2), sin(t1 + %pi/2)], numer; 


($011) [0.52573111211913, - 0.85065080835204] 
($012) [0.85065080835204, 0.52573111211913] 


Finalmente, aplicando la fórmula (2.63), obtenemos el esfuerzo cortante máximo: 
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taumax: sqrt(((sx-sy)/2)*%2 + txy?2); 


3 sqrt(5) 
(013) 
2 
%,numer; 
(%014) 3.354101966249685 


que actúa sobre los planos ubicados a 45” de 6, en otras palabras, sobre los planos que 
tienen los vectores unitarios: 


[cos(t1 + %pi/4), sin(t1 + %pi/4)], numer; 
[cos(t1 - %pi/4), sin(t1 - %pi/4)], numer; 


($015) [0.97324898946773, - 0.22975292054736] 
(016) [- 0.22975292054736, - 0.97324898946773] 


Este problema también se puede resolver utilizando Matlab, para lo que utilizamos 
el siguiente código: 


% Los esfuerzos son: 


sx = -1; % Pa 
sy = 2; % Pa 
txy = -3; % Pa 


% Armamos la matriz de tensiones 
sigma = [sx, txy; txy, sy] 


% El polinomio característico se calcula con 
polinomcar = poly(sigma) 


polinomcar = 


1.0000  -1.0000 -11.0000 
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Es decir, el polinomio característico es x? — x — 11. 
% Las raíces del polinomio característico son la magnitud 


% de los esfuerzos principales 
roots(polinomcar) 


% Los valores y vectores propios se calculan con 
[vecp, valp] = eig(sigma) 
vecp = 


-0.8507 — -0.5257 
-0.5257 0.8507 


valp = 


-2.8541 0 
0 3.8541 


Los vectores principales son las columnas de la matriz vecp, mientras que los valores 
principales son la diagonal de la matriz valp. 


% El ángulo asociado al esfuerzo principal 1 es: 
tl = atan2(2xtxy, Sx-Sy)/2 


-1.0172 


Recuerde que la respuesta está dada en radianes. 


% El vector unitario asociado al esfuerzo principal 1 es: 
[cos(t1); sin(t1)] 
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Se deja como tarea al lector completar los pasos restantes del cálculo. Observe la dis- 
crepancia de signo entre los vectores propios [0.5257, -0.8507]" y [-0.5257, 0.8507]"; 
esta diferencia no nos debe importar, ya que lo único relevante en el cálculo de los vec- 
tores propios es su dirección, no su sentido. 


2.9.4. Círculo de Mohr en tres dimensiones 


En el caso de un estado de esfuerzos tridimensional, también es posible hacer una repre- 
sentación gráfica de Mohr, la cual abordaremos en la presente sección. 

Para una matriz de tensiones o dada y para un plano descrito por un vector normal 
ñ, podemos calcular las longitudes de la componente normal o, y de la componente 
tangencial 7, de q utilizando las ecuaciones (2.27) y (2.29), respectivamente. 

Supongamos que queremos trabajar en ¡R*; no obstante, en vez de trabajar en el espa- 
cio que tiene como base los vectores i, j, k, trabajaremos en uno que tiene como base los 
vectores propios correspondientes a las direcciones principales” ñ, ñ,, 13 (he aquí la im- 
portancia del porqué estos vectores deben satisfacer el producto cruz 1, x ñ1, = ñ3, puesto 
que deben formar un sistema de coordenadas de la mano derecha). Aquí hemos supuesto 
que los valores propios respectivos están ordenados de modo tal que 0; > 0 > 03. 

Calcularemos, entonces, la magnitud de los esfuerzos normales o, y tangenciales T,, 
asociados haciendo en las ecuaciones (2.27) y (2.29) 0, = 01, 0, = 02, 07 = 03, Tyy = Tyz = 
Tyz = 0; por lo tanto, 


0, = 0107 + 078? + 03y? (2.66) 
To = (010) + (0,B) + (03 y) - 05. (2.67) 
A partir de las ecuaciones (2.66) y (2.67), teniendo en cuenta que 
a+B+y?=1, (2.68) 
y utilizando el siguiente código de Maxima: 
eql: sn = slxa2 + s2xb2 + s3xg2$ 
eq2: tn?2 = s1%2xa2 + s20%2xb2 + s3%2xg2 - sn"2$ 
eq3: a2 + b2 + g2 = 1$ 


/*Se resuelve el sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas */ 
factor(solve([eq1l,eq2,eq3], [a2,b2,921)); 


determinamos las cantidades no negativas a?, f? y y?: 


2_ Ta si (5, — 02) (0, — 03) 
y (0, — 02)(01 — 03) 


20 


En este caso, decimos que el material está sometido a un estado de esfuerzos triaxiales, ya que no 
existe una fuerza cortante aplicada. 
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2 _ Ti + (0, — 03)(0, — 01) 
á o (0, = 03)(0, a 01) 

y TAE LO 01) Lo, 02) 
(03 01)(03-0>) 


20 (2.69) 


>0. 


Recuerde que estas coordenadas de «a, f y y están dadas con respecto a la base espe- 
cificada por ñ,, 1, y fs. 

Como nota, observe que las ecuaciones (2.69) también se pueden deducir al resolver 
el sistema de ecuaciones: 


2 2 2 2 2 2 
0, 03 03Y [a a+ 
a 0 0||B|=| 0, |, 
1. 1 117? 1 


que resulta al escribir en forma matricial las ecuaciones (2.67), (2.66) y (2.68), respecti- 
vamente. 


Como 0, > 0, > 03, y a? > 0, $? > 0 y y? > 0, entonces los numeradores de (2.69) 
satisfacen: 


T+(0, -0,)(0,-03)>0, yaque 0,-0,>0 y 0-03>0 
2+(0,-0)(0,-0)<0, yaque 0-03>0 y 0,-0,<0 
77 + (0-0, )(0,-0,)>0, yaque 0-0,<0 y 0-0,<0. 


T 


Expandiendo la primera desigualdad y sumando ¿(02 + 03)? 0,03 a ambos lados de 
esta, obtenemos: 


1 1 
07 — 0/ (07 + 03) + qlo + 03)? + 1%, + 0,03 — 003 > SE + 03)? — 0,03 


[0, - ¿(07 + 03)]' + 7, 2 (07 + 20703 + 03) - 0703 


aj] 


07 0703 0 


4 2 4 


[0, - ¿(02 +03)] +7 2 [3(0 -03)]'; 


[0, — ¿(02 + 03)] +> 


pasos análogos se pueden realizar con las otras dos desigualdades (se utiliza ¿(03 + 01)?- 
030, con la segunda desigualdad y (0, + 07)? — 010, con la tercera), resultando:”* 


[0, - (07 + 03)] +12 > [5C0> - 03)| (ver circunferencia C;) (2.70) 
[0, - (0, + 03)] +r2< [5C0; - 03)] (ver circunferencia C>) (271) 
[0, - 0, + 0,)] +12 > [3C0, 0,)] (ver circunferencia C3); (2.72) 
———_—— e A 

(xo)? G—yo)Y dl 


38 Recuerde que un círculo de radio r y con centro en el punto (xp, yo) está descrito por la ecuación 


(x=x0)"+(y= yo) =1?. 
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z (0, + 03) 


3 (0, + 03) 


3 (0 + 0) 


Figura 2.22. Círculo de Mohr en tres dimensiones. Aquí la región sombreada junto 
con los bordes de las tres circunferencias Cy, Cz y C3 constituyen el conjunto de 
puntos (0,,, T, ) que representan el estado de esfuerzos normal y cortante que 
satisfacen las desigualdades (2.70), (2.71) y (2.72); todo estado de esfuerzo en un 
sólido tridimensional debe necesariamente yacer sobre la zona mencionada. 


estas desigualdades definen, respectivamente, las ecuaciones de los tres círculos de Mohr 
para el esfuerzo, C, C, y C3, con radios 


1 1 1 
R; = ¿(07 = 03) R)= ¿(01 — 03) R;3 = ¿(0 — 02), 
y cuyos centros tienen, respectivamente, las coordenadas 


[1Co> + 03), 0] [3(0, + 03), 0] [5C0, + 02), o]. 


Estas desigualdades muestran que todos los puntos de esfuerzo admisible (0,,, T,,) 
yacen, ya sea sobre las circunferencias o dentro del área sombreada encerrada por las 
circunferencias, tal y como se muestra en la figura 2.22. Los puntos de esfuerzo (0,,, T,,) 
que satisfacen la desigualdad (2.70) del círculo C, se ubican sobre la circunferencia o 
fuera del círculo C;¡. Los puntos de esfuerzo (0,,, T, ) que satisfacen la desigualdad (2.71) 
para el círculo C, yacen sobre la circunferencia o dentro del círculo C;; por último, los 
puntos de esfuerzo (0,,, 7, ) que satisfacen la ecuación del círculo C3, desigualdad (2.72), 
se localizan ya sea sobre la circunferencia o fuera del círculo C». 
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Note que los círculos de Mohr están ubicados sobre el eje o, y se observa que sobre 
este existen tres puntos para los cuales el esfuerzo cortante T, = 0; estos puntos corres- 
ponden a aquellas superficies que no están sujetas a esfuerzos cortantes. Los puntos co- 
rrespondientes a 0, y 03 representan, respectivamente, los esfuerzos normales máximos 
y mínimos que se presentan en el material y son bastante importantes, porque ellos es- 
tán directamente relacionados con los esfuerzos para los cuales el material falla por la 
acción del esfuerzo normal. 

Con respecto a la figura 2.22, se puede deducir que el esfuerzo cortante máximo está 
dado por 


Tmáx = > 2.73 
a (2.73) 


en Gere y Timoshenko (1986, sección 79),* se demuestra que este cortante máximo 
actúa en el plano bisector del ángulo que forman los vectores +11, y +A3, en otras palabras, 


el esfuerzo cortante máximo se presenta en los planos ortogonales a los vectores HL 
AA [1,—ñ3| 
y TA] Este esfuerzo está directamente relacionado con el esfuerzo de Tresca, el cual 


describe la fluencia de los materiales dúctiles (ver, por ejemplo, Álvarez-Marín [2023a)). 
Ejemplo 2.6. Cálculo de los vectores normales a los planos donde se presenta una com- 
binación dada de esfuerzos normales y cortantes 
Continuando con el ejemplo 2.4, calcule los vectores normales a los planos para los 
cuales se tiene que 0, = 0.1 Pa, 7, = 2 Pa. 

Solución 


Según se calculó anteriormente, 0, = 4 Pa, 0, = 1 Pa y 03 = -1 Pa. A partir de las ecuacio- 
nes (2.69), se tiene que 


Ñ Ta E (05 — 02) (05 03) - 2+(0.1=1)(0.1=(=0) 
A AN AO 44736 
Ñ ELO —03)l0, 01) _ 22+(01=(-1)M(014=4). 
LEA ae) Nana 
E, Picas a E A 


(a-o)o-0) ——N (D-M(ED-D 


de aquí se deduce que existen cuatro planos, que se pueden observar en las figuras 2.24, 
2.25, 2.26 y 2.27, sobre los que actúan esfuerzos cortantes con magnitud T, = 2 Pa y 
esfuerzos normales con magnitud o, = 0.1 Pa, cuyas normales son: 


1%, = [+0.44796, +0.21985, +0.86660]* 
1, = [+0.44796, +0.21985, -0.86660]' 


22 Ver también el ejercicio propuesto 22. 
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Y3 = [+0.44796, -0.21985, +0.86660]* 
%, = [+0.44796, -0.21985, -0.86660]”. 


Los vectores 


bí =[-0.44796, -0.21985, -0.86660]” 

ví = [-0.44796, -0.21985, +0.86660]" 

ví =[-0.44796, +0.21985, -0.86660]” 
[ 


Y, = [-0.44796, +0.21985, +0.86660]*, 


básicamente, definen los mismos planos que los vectores sin el asterisco; lo único diferen- 
te es que ellos apuntan en el sentido opuesto. Debe tenerse en cuenta que tanto los vec- 
tores Y, a 94 como los vectores $b; a v, están definidos con respecto a la base [ñ, ñ,, ñ3). 
Se deja como ejercicio al lector la especificación de dichos vectores en relación con la 


A CACA 


base (ij, k). 


Ejemplo 2.7. Determinación de los esfuerzos cortantes máximos y mínimos en el caso 
tridimensional 


Siguiendo el ejemplo 2.4, grafique el círculo de Mohr y determine los esfuerzos cor- 
tantes máximo/mínimo y los respectivos planos en los que actúan. 


Solución 


El círculo de Mohr asociado al ejemplo 2.4 se muestra en la figura 2.23. Dado que los 
vectores principales ñ, y ñ13 son: 


els ee il ! f io | 
n¡ = O qu 13 = O qu > 
v5 5 v5 y5 
resulta que el esfuerzo cortante máximo/mínimo se presenta en los planos con vectores 


normales: 
A | 3 aj o | i $ | 
1] + M3 = Mm; -83=|0, —, —|l 5; 


ds 
VEJEVE 5 v5 


para normalizar dichos vectores, se debe encontrar su norma: 


[ña + %3] = Ja, - ña] - MESA 
1 + M3 1 M3 WE a , 


de modo que dichos vectores normalizados son: 


A ñ 3 177 
M+M3 [o E 77) [0 3 1 y 
[ña + ml vV2 - e 0 
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Figura 2.23. Círculo de Mohr asociado al ejemplo 2.4. La región sombreada 
representa las posibles combinaciones de esfuerzos normal y cortante (0,,, T,,). 


q 


2.4 0 
LEN o 


1 
9 Ca: 
[n=] va 


de aquí se deduce que los esfuerzos cortantes máximo/mínimo actúan en los planos*” 


3 1 1 3 
0x + — y- —zZz=0 0x + —y+ —zZz =0, 
YO? v10 YO? v10 


o sea, en 
3y-z=0 y +3z=0, 
y tienen una magnitud 


de 01 — 03 _APa=(-1Pa) 


Tmáx = = 2.5 Pa. 
2 2 


10 Recuerde que la ecuación de un plano que tiene un vector normal n = [a, b, c]” (no necesariamente 


unitario) y que contiene un punto xy = [xo, Yo, Zo]! está dada por n - (x — xp) = 0, donde x = 
[x, y, z]* es un punto genérico del plano. Al realizar el producto punto, se deduce que una ecuación 
alternativa del plano es: ax + by + cz + d = 0, donde d = -(axo + byo + czo). 
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17.300" 


Figura 2.24. Plano con vector normal 4h, = [+0.44796, +0.21985, +0.86660]" 
definido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base (A, ñ, 3). 


A 


j 


1 Pa 


77.300" 


A 


va 


Figura 2.25. Plano con vector normal p, = [+0.44796, +0.21985, -0.86660]” 
definido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base (A, ñ, 3). 
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29,934? 


102.700 


Figura 2.26. Plano con vector normal h3 = [+0.44796, -0.21985, +0.86660]* 
definido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base (A, ñ2, 3). 


150.066? 


102.700 


Figura 2.27. Plano con vector normal 44 = [+0.44796, -0.21985, -0.86660]* 
definido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base (A, ñ2, 3). 
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Ejemplo 2.8. Cálculo de los esfuerzos o, asociados a un esfuerzo cortante máximo 


Dado un sólido con un estado de esfuerzos 0, = 0, = T,y = 1 Pa, Ty, = Ty. = 0 Pa, 
determine el valor de o, para el cual el esfuerzo cortante máximo Tmáx en el punto 
vale 3 Pa. 


Solución 


La matriz de tensiones asociada a la condición de esfuerzos descrita está dada por 
11.0 
a=|1 1 0|Pa. 
0 0 0, 
Utilizando el siguiente código de Maxima: 


sigma : matrix( 


e 
1, 1, 
[20750 


, 


l, 
l, 
1)$ 
eigenvalues (sigma); 

podemos calcular los valores propios de dicha matriz, obteniendo que los esfuerzos prin- 


cipales son O Pa, 2 Pa y 0,. Dichos esfuerzos se pueden ordenar de mayor a menor, de 
modo que 0; > 0, > 03, obteniendo los siguientes casos: 


Caso 1: 0, = 0,, 0, =2 Pa y 03 = 0 Pa. 
Caso 2: 0, = 2 Pa, 0, = 0, y 03 =0 Pa. 
Caso 3: 0, = 2 Pa, 0, = 0 Pa y 05 = 0,. 


El esfuerzo cortante máximo se calcula a partir de la ecuación (2.73), es decir, Tmáx = 
22. De aquí se deduce a partir del caso 1 que 
01-03 0¿-0P 


a 
Tmáx = = =3 Pa, 
2 2 


de donde resulta: o, = 6 Pa. 
Procediendo análogamente con el caso 3, tenemos: 
01-03 2Pa-o0, 


Tmáx = - = 3 Pa, 
2 2 


de donde resulta: 0, = -4 Pa. 

Se concluye, entonces, que si 0, vale 6 Pa o -4 Pa, el esfuerzo cortante máximo Tmáx 
para la condición de esfuerzos indicada vale 3 Pa. Se deja como pregunta al lector: ¿por 
qué no se tuvo en cuenta el caso 2? 


5] 
e] 
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2.10. La analogía del bombillo y la caja y el concepto de 
tensor 


Para terminar este capítulo, y con el objeto de afianzar mejor los conceptos aprendidos, 
podemos plantear una analogía que se establecerá para un estado tridimensional de es- 
fuerzos, y que sirve para dar un sentido físico a los llamados tensores simétricos de se- 
gundo orden, como es el caso del tensor de esfuerzos 0. 

Supongamos que nosotros podemos organizar los colores en una escala cromática, 
en la que varía el brillo del color (valor en una escala Hsv)* entre rojo, negro y azul, de 
forma similar a 


Asumamos que dicha escala representa los números positivos con colores rojizos, los 
negativos con azulosos y el cero, es decir la ausencia de color, con el negro. 

Imaginemos que estamos en una habitación oscura y que tenemos un bombillo que 
brilla, el cual está encerrado dentro de una caja de vidrio polarizado. Para nosotros es 
imposible observar directamente la luz que emite el bombillo y lo único que vemos son 
las coloraciones, con diferentes brillos, que toman las caras de la caja cuando el bombillo 
está encendido. Esas coloraciones están dentro de la escala cromática de colores que 
acabamos de describir y son tales que, para cualquier inclinación de la caja, sobre cada 
cara de la caja observamos únicamente tres colores; algunos de esos colores se repetirán 
sobre las caras adyacentes, y las caras opuestas siempre mostrarán el mismo color; de 
este modo, en total entre todas las caras observamos un total de seis colores, cuyo brillo 
variará si la inclinación de la caja que contiene el bombillo cambia, pero siempre se verán 
sobre cada cara tres colores y entre las seis caras se verán seis colores únicos. 

Supongamos ahora que la caja se posiciona de modo que cada cara esté alineada con 
los ejes canónicos x, y y z; en este caso, llamaremos a los seis colores que se repiten sobre 
las caras 0, Oy, ..., Ty23 de estos, aquellos tres colores a los que nos referimos con la letra 
T serán los llamados esfuerzos cortantes y los otros tres colores, a los que nos referimos 
con la letra o, serán los esfuerzos normales; la representación más adecuada que tenemos 
de esos colores son las flechas que vemos en la figura 2.4. Observe que sobre cada cara 
se ven dos colores asociados a los esfuerzos cortantes y uno solo asociado a los esfuerzos 
normales. 

Cuando inclinamos la caja el bombillo sigue emitiendo la misma luz, pero los colores 
que vemos sobre las caras de la caja cambiarán de brillo; incluso colores que inicialmente 
veíamos rojizos mutaron a coloraciones azulosas o a la inversa. De hecho, mediante la 
ecuación (2.18), a = T* a T, podemos predecir cuáles serán los brillos de los colores que 
veremos para una inclinación dada de la caja. Como la representación de a' depende de 
la inclinación especificada por T, diremos que el bombillo es un tensor que representa 
los esfuerzos. Los tensores se definen independientemente de cualquier base, aunque 


*1 Para mayor información sobre el espacio de colores Hsv, se refiere al lector a https://en.wikipedia. 


org/wiki/HSL_and_HSV. 
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a menudo se hace referencia a ellos por sus componentes en una base relacionada con 
un sistema de coordenadas particular. Así, existirán inclinaciones de la caja para la cual 
algunos colores no se verán, ya que el color es negro (cero), otros tendrán su brillo más 
alto (rojizo) o más bajo posible (azuloso). De hecho, al resolver el problema de valores 
y vectores propios (2.32), aá = 0,1, podemos determinar cuál es la inclinación para la 
que se verá el color llamado esfuerzo normal en su brillo más alto o más bajo. Cuando 
esto sucede, los colores que llamamos esfuerzos cortantes no se verán y solo habrá un 
negro. 

Supongamos que deseamos saber cuáles son las especificaciones técnicas del bombi- 
llo que está instalado dentro de la caja. Para ello, es necesario determinar datos como 
flujo luminoso (lúmenes), potencia o cantidad de energía que consume (vatios) o la tem- 
peratura del color (kelvins). Lo análogo a estas especificaciones técnicas del bombillo 
serían los invariantes de esfuerzo 1;, 1, e [3 que definimos en la ecuación (2.46), ya que 
ellos nos permiten resumir en unos pocos números los datos técnicos del bombillo con 
un valor que es independiente de la inclinación de la caja sobre la que se proyectan los 
colores. 

La analogía que acabamos de presentar es válida para comprender cualquier ten- 
sor simétrico de segundo orden, como lo es el de esfuerzos o el de deformaciones que 
veremos en el siguiente capítulo. Dicho tensor de segundo orden, por su parte, estará 
representado por el bombillo. 

En matemáticas, un tensor es cierta clase de entidad algebraica de varias componen- 
tes, que generaliza los conceptos de escalar, vector y matriz, de manera que sean inde- 
pendientes del sistema de coordenadas elegido. Los tensores permiten expresar las leyes 
físicas de un modo que es aplicable a cualquier sistema de coordenadas, en cuyo caso un 
escalar es un tensor de orden 0, un vector es un tensor de orden 1 y una matriz es un tensor 
de orden 2 y así sucesivamente; de hecho, veremos en la sección 4.3.4 que en mecánica 
de sólidos aparecen tensores de orden 4. Los tensores se utilizan cuando ciertos fenó- 
menos se describen no solo por su magnitud, dirección y sentido, sino también porque 
dependen de otro vector que representa la superficie sobre la cual actúa dicho fenómeno; 
este es el caso de los esfuerzos y, como veremos en el capítulo 3, las deformaciones. Los 
tensores son utilizados con frecuencia en la Teoría de la Relatividad, en la Mecánica de 
Medios Continuos y en la Mecánica de Sólidos. 

Es importante enfatizar que un tensor es una entidad algebraica con múltiples com- 
ponentes independientes del sistema de coordenadas elegido. Para ilustrar esto, consi- 
deremos el ejemplo del viento soplando, en un punto P, en cierta dirección específi- 
ca. Para describir matemáticamente esta dirección, debemos establecer una base como 
([é,, €,, e3), con respecto a la cual definimos las componentes del vector de velocidad 
v = [vz, v,, v¿]"; si empleamos una base alternativa (€, €), €), obtendremos una 
descripción de la velocidad diferente v' = [V», v,r, V¿,]7. Ambas descripciones de la 
velocidad en el punto P se relacionan mediante las ecuaciones de transformación (2.10) 
y (2.11), esto es, v = Tv! y v' = T? y, respectivamente. El viento simplemente sopla y 
no le interesa saber la base que hemos elegido para su descripción matemática; aquí es 
donde entra en juego el concepto de tensor (observe que el tensor de velocidad puede 
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tener múltiples descripciones para representar la dirección del viento). El tensor de pri- 
mer orden se caracteriza porque las diferentes descripciones de un vector se relacionan 
mediante las ecuaciones v = Tv y v'= T?y. 

Ahora, en la analogía anterior, el bombillo dentro de la caja representa un tensor de 
segundo orden. Las diferentes inclinaciones de la caja se pueden establecer utilizando 
una base en particular como (é;, €, é3) o (és, é, és). Con respecto a cada una de 
estas bases obtendremos descripciones diferentes de los esfuerzos representados por las 
matrices a O 0”, respectivamente. Ambas bases se relacionan mediante las ecuaciones 
(2.19) y (2.16), esto es, ad = To'T* y 0” = T*oT, respectivamente. De nuevo, el tensor 
de esfuerzos (el bombillo) simplemente alumbra y no importa la inclinación de la caja 
en la que se encuentra. El tensor de segundo orden se caracteriza porque las diferentes 
descripciones del tensor se pueden relacionar mediante las leyes de transformación entre 
sistemas de coordenadas a = Ta'T* y a' = T*aT. 

Por un lado, un tensor es una generalización del concepto de vector y matriz. Un 
tensor de primer o segundo orden puede representarse como un vector o una matriz, 
respectivamente, siempre que asignemos una base para su descripción. Por otro lado, 
un vector o una matriz no representan necesariamente tensores. Por ejemplo, el vector 
[1,2,3]7 no es un tensor a menos que asignemos un significado específico a cada una 
de sus componentes utilizando una base. Lo mismo ocurre con una matriz de tamaño 
3 x 3 que describe la edad (columna 1), el peso (columna 2) y la altura (columna 3) de 
tres personas (cada una en una fila). 

En este texto y en muchos otros, utilizamos los términos vector y matriz para referir- 
nos a tensores de primer y segundo orden, respectivamente. Esto es válido si existe una 
base con respecto a la cual asignamos significado físico a cada una de las componentes 
de los vectores/matrices y si estos pueden cambiar su representación utilizando las leyes 
de transformación que hemos especificado. Sin embargo, es responsabilidad del lector 
comprender el contexto en el que se utiliza esta terminología. 


2.11. Ejercicios propuestos 


1. Repetir el análisis hecho en la sección 2.2.2, pero esta vez teniendo en cuenta las 
fuerzas másicas. ¿Por qué se despreciaron? 


2. Con referencia a la figura 2.5, ¿por qué el área de la cara AABO es yAABC? 


3. Demuestre la ecuación (2.17). 


4. Q Utilizar Maxima para relacionar las ecuaciones (2.30) y (2.31) con las ecua- 
ciones (2.27) y (2.29), respectivamente. Pista: se debe tener en cuenta que en el 
caso bidimensional el elemento se encuentra en el plano xy, por lo que y = 0 y 
Txz = Tyz = 0. 


5. Deduzca la ecuación (2.31) a partir de la ecuación (2.22). 
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6. Deduzca el problema de valores y vectores propios (2.32) teniendo en cuenta que 
se desea encontrar aquellas direcciones para las cuales los esfuerzos normales sean 
máximos (mínimos); para tal fin, maximice (minimice) la función (2.27) con res- 
pecto a x, f y y, cumpliendo con el requisito a? + ff? + y? = 1. Pista: revise la 
sección 3.6.2. 


7. Utilice el método de Newton-Raphson para encontrar las raíces de las siguientes 
funciones (grafíquelas y ubique en ellas dichas raíces): 


» f(x) =x-cos(x). 


e f(x) =sin(x +1) - x3, 


8. Con respecto a la matriz de tensiones 


Haga lo siguiente: 


+ Grafique el sólido representando dichos esfuerzos. 


+ Calcule los esfuerzos principales que actúan sobre este sólido y sus direc- 
ciones principales. ¿Sobre qué planos actúan dichos esfuerzos principales, si 
se sabe que la lectura de esfuerzos se midió en el punto con coordenadas 
[12, -4, 2]"? Compruebe su cálculo con Maxima y con Matlab. 


+ Calcule la magnitud y dirección para la cual se presentan los esfuerzos cor- 
tantes máximos. 


+ Grafique el círculo de Mohr para este sólido. 


+ ¿Cuáles son los esfuerzos normal y cortante actuantes en el plano 2x + 3y — z = 4? 
9. Para las siguientes combinaciones de esfuerzos: 


e 0, =+1Pa, 0, = +2 Pa, T,y = +3 Pa. 
. 0, =+lPa, 0, = +2 Pa, T,y = —-3 Pa. 
e 0, = +l1Pa, 0, = -2 Pa, T,y = +3 Pa. 
e 0, = +l1Pa, 0, = -2 Pa, T,y = -3 Pa. 
+. 0, =-1Pa, 0, = +2 Pa, T,y = +3 Pa. 
+. 0, =-—1Pa, 0, = +2 Pa, T,y = —-3 Pa. 
+. 0, =-1Pa, 0, = -2 Pa, T,y = +3 Pa. 


e 0, =-—1Pa, 0, = -2 Pa, T,y = -3 Pa. 


Haga lo siguiente: 
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Jl, 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 
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+ Ubique los ángulos de inclinación donde se producen los esfuerzos normales 
máximo y mínimo. ¿Qué magnitud tienen dichos esfuerzos? 


Calcule el esfuerzo cortante máximo y ubique el plano en el cual se produce. 
+ Grafique el círculo de Mohr. 


» Verifique los resultados anteriores utilizando el método de los valores y vec- 
tores propios. 


+ Calcule los esfuerzos normales y cortantes sobre el plano 3x - 2y =0. 


Verifique que si hacemos T, = 0 en (2.31) y resolvemos para el ángulo 20 obtene- 
mos de nuevo (2.60). ¿Qué se concluye? 


Verifique que el invariante 1, = 5 (0,,0;; 0550; ¡) (ver ecuación [2.46b]). 


Deduzca que el esfuerzo cortante máximo está dado por la ecuación (2.63), que la 
inclinación para la cual se produce dicho esfuerzo es un ángulo 0, que satisface 
la igualdad (2.64a) y que 0, = 0, - 45" = 0, + 45". 


Deduzca para qué inclinación 0, se produce el esfuerzo cortante mínimo. 


Relacione las ecuaciones (2.20a) y (2.20b) correspondientes a 0, y Ty,” CON aque- 
llas de 0, y 7, (ecuaciones [2.27] y [2.29]), respectivamente. Pista: no olvide que 
e, = ñ, que el vector éz se calcula a partir del producto cruz de los vectores q y 
y que el vector é, = e x e;. Explique los detalles. 


Se sabe que el concreto sometido a compresión inicia su rotura cuando los es- 
fuerzos cortantes sobrepasan cierto valor crítico. ¿Cuáles serán las direcciones de 
fractura de una probeta cúbica sometida a compresión uniaxial? Sustente su res- 
puesta. 


Consideremos un cuerpo que está sometido a los esfuerzos uniformes 0, = 1 Pa 
y Ty. = —1 Pa, siendo los otros esfuerzos nulos. Calcule el esfuerzo normal má- 
ximo y las coordenadas de los puntos donde este se produce sobre la superficie 
2x? + 3y? + z? = 1 (observe que la ecuación anterior representa un elipsoide). Pista: 
recuerde que el vector normal a una superficie dada por F(x, y,z) = 0 está dado 
por VE(x, y, z). Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_(geometry). 


Continuando con los ejemplos 2.4 y 2.7: 


+ Calcule, a partir de las ecuaciones (2.69), los vectores para los cuales se pro- 
ducen los esfuerzos cortantes máximo y mínimo. Pista: se debe utilizar trans- 
formación de coordenadas; además, tenga en cuenta que la solución debe ser 


igual a la suministrada por los vectores As r: 


+ ¿Para qué plano corresponden las condiciones de esfuerzo 0, = 02, T, = 0? 


82 


2.11. EJERCICIOS PROPUESTOS 


+ ¿Para qué plano corresponden las condiciones de esfuerzo 0, = 0, para los 
dos T,,, ya que yacen sobre el círculo C, de la figura 2.22? Exprese este plano 
con respecto al sistema de coordenadas dado por los vectores i, j, y Kk. 


18. Se sabe que el círculo de Mohr se emplea en mecánica de suelos para analizar 


19, 


20. 


21. 


22. 


DOI dd 0 a 4 Nm. 


los resultados del ensayo de suelos triaxial. El ensayo triaxial consiste en poner 
una muestra de suelo y aplicarle una carga igual en todo sentido y dirección (el 
esfuerzo de cámara), y una carga vertical que aumenta o disminuye a medida que 
se efectúa el ensayo. ¿Por qué se utiliza un círculo de Mohr bidimensional para 
el análisis, sabiendo que se tienen esfuerzos en todas las direcciones, es decir, que 
debería ser un círculo de Mohr tridimensional? Nota: si no está familiarizado con 
los términos aquí descritos, por favor, consulte un libro sobre mecánica de suelos. 


Calcule las coordenadas de los vectores Y; a Y, del ejemplo 2.6 con respecto a la 
base (55 k). 


Un sólido está sometido a un campo de esfuerzos 0, = 1 Pa, siendo el resto de los 
esfuerzos normales y cortantes nulos. Calcule los esfuerzos y direcciones princi- 
pales que actúan en él. 


¿Cuáles son el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante que actúan sobre un plano 
inclinado con vector normal [2, 3, 4]” y que está sometido a los esfuerzos 0, = 
-3 Pa, a, = 2 Pa, 0, = 2 Pa, Ty = -8 Pa, Ty¿ = -2 Pa y Ty¿ = 0 Pa? 


Observe que el punto (0,,, T,) = (3%, 5%) del círculo de Mohr en 3D se 


asocia al esfuerzo cortante máximo. La pregunta es: ¿cómo calcular las direcciones 
asociadas a dicha condición de esfuerzo? A partir del siguiente código de Maxima: 


sn : (s1+s3)/2$ 

tn : (s1-s3)/2$ 

eql : sn = slxalpha"2 + s2xbeta"2 + s3xgamma”2$ 

eg2 : tn?2 = (slx*alpha)?2 + (s2x*beta)"2 + (s3xgamma)?2 - sn?2$ 
eqg3 : alpha?2 + beta”2 + gamma?2 = 1$ 


/* y se resuelve el sistema de 3 ecuaciones anteriores x*/ 
sol : solve([eq1, eq2, eq3], [alpha, beta, gamma]); 
se obtiene que a, f$ y y valen: 
1 1 
(%08) [[alpha = ------- , beta = 0, gamma = - ------- 1, 


sqrt(2) sqrt(2) 


[alpha = o ------- ; beta = 0, gamma = ------- 1, 
sqrt(2) sqrt(2) 
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1 1 
[alpha = - ------- , beta = 0, gamma = - ------- Te 
sqrt(2) sqrt(2) 
1 1 
[alpha = - ------- , beta = 0, gamma = ------- E 
sqrt(2) sqrt(2) 


en otras palabras, cuatro vectores son solución al sistema de ecuaciones; sin em- 
bargo, dado que solo nos interesa la dirección de los vectores y no su sentido, los 
vectores donde se producen los esfuerzos cortantes máximos están dados por 


1 1 1 1]. 
(3,0, >| y [3,0]; 
tenga presente que estos vectores están especificados con respecto a la base dada 
por (ñ, ñ), ñ3). 
A partir de la información anterior, se solicita al lector dar los detalles del por 


qué el esfuerzo cortante máximo se presenta en los planos ortogonales a los vecto- 
ñi—ñ3 ñi+ñ3 tas 1 . 
rES Ta, ñ] Y Tñ+ás] (recuerde que estos últimos están referidos a la base dada por 


(a, j, k)). Explique, adicionalmente, cómo funciona el código anterior. 


¿Qué sucede si se hace el mismo análisis para encontrar el plano donde se produ- 
cen los esfuerzos cortantes mínimos? 


2.12. Preguntas de control de lectura 


1. Con respecto al análisis hecho en la sección 2.2.1, ¿por qué podemos suponer, sin 
pérdida de generalidad, que los esfuerzos están uniformemente repartidos sobre 
las caras del rectángulo analizado? 


2. ¿Será posible tomar el límite (2.1) si el material no cumpliera la propiedad de con- 
tinuidad definida en la sección 1.3? 


3. ¿Por qué no se tuvo en cuenta en el análisis de la sección 2.2.1 las fuerzas másicas? 
4. ¿Por qué Tyz = Tax? 

5. Deduzca la fórmula de Cauchy en el caso tridimensional. 

6. ¿Qué es un valor y un vector propio? ¿Qué significado físico tienen estos? 


7. ¿Cuál es la conexión entre los valores y vectores propios de la matriz de tensiones 
con la magnitud y dirección de los esfuerzos principales? Verifique matemática- 
mente esta correspondencia. 


10. 


11. 


12. 


13; 


14. 


15. 


16. 


17, 


18. 
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¿Por qué, generalmente, los vectores propios se expresan como un vector unitario? 
¿Por qué se supone en ocasiones que una de las componentes del vector propio es 
igual a uno (u otra cantidad real diferente de cero) con el fin de encontrar los otros 
componentes? 


¿Cuál es la relación entre el ángulo obtenido mediante las ecuaciones (2.61) y los 
cosenos directores de los vectores propios de la matriz de tensiones en el caso 
bidimensional? ¿Es capaz de obtener el ángulo calculado con la fórmula (2.61) me- 
diante el uso de la función de conversión de coordenadas rectangulares a polares 
de su calculadora? 


¿Qué es el polinomio y la ecuación característica de una matriz? 


¿Qué son los invariantes de esfuerzo? ¿Por qué su valor es independiente del siste- 
ma de coordenadas elegido? 


¿Para qué sirven las expansiones en series de Taylor? 


¿Entiende usted cómo funciona el método de Newton-Raphson cuando se desean 
encontrar las raíces de ecuaciones? 


Demuestre que las direcciones principales son ortogonales. 
¿Cuáles son el sentido físico y matemático del círculo de Mohr en 2D y en 3D? 


¿Por qué en la sección 2.9.4 se trabaja en el espacio que tiene como base los vectores 
propios ñ,, 1, ñz en vez de utilizar aquel formado por los vectores ortogonales i, 
J y k? Explique por qué físicamente es posible hacer dicho cambio de base. 


Con referencia a la figura 2.22, ¿por qué el estado de esfuerzos de un sólido se 
encuentra en la zona delimitada por los círculos C,, C) y C3? 


¿Entiende cómo utilizar la función de los lenguajes de programación atan2 para 
obtener el ángulo de inclinación para el cual se producen los esfuerzos cortantes 
y normales máximos y mínimos? 


CAPÍTULO 


Estudio de los desplazamientos y las 
pequeñas deformaciones en un punto 


El material de este capítulo está explicado en los videos de 
YouTube que aparecen en la siguiente lista de reproducción: 


https://www.youtube.com/ playlist? 
list=PLOq9elBrzPDGpdpXJIRTi67exW7AQ7m3K 


La deformación es el cambio de forma o de tamaño de un sólido debido a los esfuerzos 
internos producidos por las fuerzas másicas y superficiales que actúan sobre él o por 
la ocurrencia de dilatación térmica o de desplazamientos impuestos. En este capítulo, 
estudiaremos la naturaleza de la deformación bajo la suposición básica de que las defor- 
maciones que están ocurriendo dentro del sólido son pequeñas. De este modo, la diferencia 
entre la forma del sólido deformado y su posición inicial es insignificante. De lo contra- 
rio, tendríamos que aplicar una teoría de análisis no lineal mucho más elaborada que, 
por lo general, se presenta en los tratados de teoría de la plasticidad y que, usualmente, 
se conoce como la teoría de las grandes deformaciones. 

Suponer estas deformaciones pequeñas resulta esencial para mantener la simplici- 
dad en los análisis y formulaciones matemáticas. Además, tiene una relevancia práctica 
importante en el diseño, puesto que gran parte de las estructuras diseñadas por un inge- 
niero estructural son concebidas para operar en rangos donde los desplazamientos son 
diminutos e imperceptibles. Imagínese, por ejemplo, entrar en una habitación y sentir 
que el piso se hunde. Claramente, tal experiencia resultaría incómoda y poco deseable. 
Por esta razón, los ingenieros civiles diseñan elementos como losas, pórticos o pavimen- 
tos para que funcionen en rangos de deformaciones y desplazamientos pequeños. 


3. ESTUDIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y LAS PEQUEÑAS DEFORMACIONES 


3.1. Campo vectorial de desplazamientos de un sólido 


Consideremos primero el caso bidimensional. Si un punto localizado en la posición 


(x, y) se mueve unas cantidades u(x, y) y v(x, y) en el sentido de los ejes x y y, res- 
pectivamente, la función que describe el cambio de posición del punto es el llamado 


desplazamiento (displacement en inglés) y está dado por el vector*” 
u(x, y) := [u(x, y), (15, 


tal y como se aprecia en la figura 3.1. En el caso tridimensional, aparece una componente 
w que indica el desplazamiento en la dirección del eje z, de modo que 


(3. 


u(x, y,2) := [u(% y, 2), vo y,2), w(% y, 2)1 


u(x, y)i 
PAPA AR > 


Figura 3.1. El desplazamiento representa el cambio de posición de una partícula cuya 
posición inicial es (x, y); observe que la posición final de la partícula se obtiene de la suma 
del vector posición inicial más el vector desplazamiento. Por otro lado, el vector 
desplazamiento u se puede descomponer en sus componentes u y v; observe que los 
argumentos de estas funciones son la posición inicial del punto, esto es u(x, y) y v(x, y). 


2 Se debe distinguir entre el campo vectorial de desplazamientos u (el cual se escribe en negrilla) y su 
componente en dirección del eje x, que llamamos u, representada sin negrilla. 
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Figura 3.2. Posición inicial, posición deformada y campo vectorial de 
desplazamientos de una viga en voladizo que se deforma bajo la acción de su 
peso propio. Aquí cada flecha representa el vector de desplazamientos 
u(x, y) = [u(x, y), v(x, y)]*, donde (x, y) es un punto que pertenece al sólido. 


Como la función u(x, y, z) asocia un vector a cada punto del espacio, se deduce 
que (3.1) es un campo vectorial (ver apéndice A.4). Si la función u(x, y, z) describe el des- 
plazamiento de cada uno de los puntos del sólido, el campo vectorial u se conoce como el 
campo vectorial de desplazamientos del sólido. Puesto que se asume que la deformación 
de un cuerpo no produce agrietamiento, los desplazamientos se reparten continuamen- 
te dentro del volumen del sólido y, por lo tanto, su distribución se puede representar 
como una función continua por partes, cuyo dominio son todos los puntos (x, y, z) que 
están contenidos en dicho cuerpo; en ocasiones, el desplazamiento también depende del 
tiempo £ como en el caso de estructuras sometidas a acciones dinámicas como sismos. 
En la figura 3.2 se ilustra, por ejemplo, el campo vectorial de una viga en voladizo que 
se deforma bajo la acción de su peso propio. 

Si el campo vectorial de desplazamientos es constante para todos los puntos del só- 
lido, se dice que el cuerpo está sometido a una traslación rígida; como veremos más 
adelante, en este caso, el sólido no está sometido a deformaciones. 

Finalmente, a partir de la figura 3.1 se puede concluir que, en el caso bidimensional, 


x+ulX, Xx ULxX, 
oy) |_ ¿ Juboy], 6.2) 
y + v(x, y) y v(x, y) 
— Dun ape ——— 
posición final posición inicial desplazamiento u(x, y) 


una ecuación similar se puede deducir en el caso tridimensional. 


3.2. Componentes de la deformación en un punto 


Por simplicidad en el análisis estudiaremos, a continuación, el caso bidimensional. Con- 
sidere un sólido como el mostrado a la izquierda de la figura 3.3, que se encuentra bajo 
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Figura 3.3. Componentes de deformación. Aquí el diferencial de sólido que ocupa 
la posición ABCD se deforma hasta alcanzar la posición A'B'C'D'. El 
rectángulo azul con líneas discontinuas denota la traslación rígida del sólido. 


la acción de fuerzas superficiales y másicas. Como se comentó en la sección anterior, to- 
do punto (x, y) al interior del sólido está sometido a los esfuerzos normales 0, (x, y) 

y 0y(x, y) y a un esfuerzo tangencial* 7,,(x, y). Estos esfuerzos producirán desplaza- 
mientos en las direcciones de los ejes x y y, a saber: u(x, y) y v(x, y) para todo punto 

(x, y) perteneciente al sólido y harán, además, que el sólido ABCD se deforme hasta al- 
canzar la posición A'B'C'D”. Supondremos adicionalmente que los desplazamientos u y 
v son funciones continuas (ver apéndice A.3.1) con derivadas continuas (por la hipótesis 
de continuidad de todo sólido elástico). En el caso tridimensional, denotaremos los des- 
plazamientos del punto (x, y, z) en las direcciones de los ejes x, y y z, respectivamente, 
por u(x, y,z), v(x, y, z) y w(x, y,z). 

Si queremos analizar la deformación del sólido en el punto A, debemos estudiar qué 
pasa en el sólido ABCD y, luego, aplicar límites de modo tal que ABCD tienda al punto A. 
Primero que todo, debemos determinar la posición inicial de los puntos A, B, C y D; con 
la ayuda de la figura 3.3, tenemos que 


A: (1, y) 
B:=(x+Ax, y) (3.3) 
C:=(x+Ax, y+ Ay) (3.4) 
D := (x, y + Ay). 


5 En esta sección estamos haciendo el análisis para el caso de deformación plana (abordaremos este 
tema en la sección 4.8.2); de este modo, consideramos que no existen deformaciones en el eje z, es 
decir, €, = Yxz = Yyz = 0; estos símbolos serán introducidos más adelante. 
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Supongamos que conocemos las funciones u y v que describen los desplazamientos 
en todos los puntos del sólido. Así pues, sabemos que el vector de desplazamiento del 
punto A := (x, y) es (u(A),v(A)) = (u(x, y), v(x, y)) y, por lo tanto, su nueva posi- 
ción A” tiene coordenadas (x + u(x, y), y + v(x, y)). Para conocer las coordenadas de 
los puntos B”, C' y D', debemos expandir los desplazamientos horizontales u y vertica- 
les v en series de Taylor (ver apéndice A.7), como haremos a continuación. Utilizando 
series de Taylor bidimensionales truncadas de primer orden (ver apéndice A.7),** pode- 
mos expresar los desplazamientos horizontales u por 


u(A) := u(x, y) = u(x, y) 


u(B) := u(x + Ax, y) e u(x, y) + A (3.5) 
9X l(xy) 
du du 

u(C) :=u(x+Ax, y + Ay) « u(x, y) + Ax— + Ay— (3.6) 
9X |(xy) oy (2,y) 
du 

u(D) :=u(x, y + Ay) e u(x, y) + Ay, , 

x.y) 
y los correspondientes desplazamientos verticales v están dados por 

v(A) := v(x, y) = v(x, y) 

v(B) := v(x+Ax, y) e v(x, y) + e (3.7) 
9% Lx, y) 
ov ov 

v(C) := v(x+Ax, y + Ay) e v(x, y) + Ax— + Ay— (3.8) 
9X |(x,y) oy (x.y) 


ov 
v(D) := v(x, y + Ay) e v(x, y) + 0) 
(y) 


La posición final de los puntos A, B, C y D que hemos llamado A”, B”, C' y D' se 
puede estimar al aplicar la fórmula (3.2) y, por consiguiente, suponiendo que todas las 
derivadas están evaluadas en el punto (x, y), tenemos: 


A':=(x+u(x, y). y +v(x,y)) 


du ov 
Bis x+Ax  +u(x,y)+ —Ax, y +v(x, y) + —Ax 
Ox Ox 
o E ep O 
posición inicial (3.3) desplazamiento (3.5) posición inicial (3.3) desplazamiento (3.7) 


+4 Para propósitos prácticos, solo utilizaremos la expansión truncada en series de Taylor bidimensional 


de primer orden, ya que los términos cuadráticos y de orden superior son muy pequeños comparados 
con los términos lineales (figura 1.3); en consecuencia, podemos hacer la aproximación 


E ay 
Ox 0y 


fx+Ax, y + Ay) = f(x, y) + Ax 
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du du dv dv 
Cli=| x+Ax +u(x, y) + —Ax + —Ay, +Ay +v(x, y) + —Ax+—A 
(y) += y TEN (y) += y ) 
_—____ 
pos. ini. (3.4) desplazamiento (3.6) pos. ini. (3.4) desplazamiento (3.8) 


Ds 6 +u(x, y) + 7% y + Ay+v(x, y) + 21) 


A partir de la figura 3.3 y de las ecuaciones anteriores se pueden calcular las siguientes 
distancias, que utilizaremos posteriormente en nuestros cálculos: 


A'B, = Coordx(B') - Coordx(A”) = [> + Ax + u(x, y) + ax) - (x+u(x, y)) 
X (x.y) 
= Ax+ du Ax (3.9a) 
Ox L(x,y) 
A'D, = Coordy(D”) - Coordy( A”) = E + Ay + v(x, y) + ca E) - (y +v(x, y)) 
x.y) 
=ay+ | ay (3.9b) 
Y (x.y) 
d 
B¿B' = Coordy(B'”) - Coordy(A”) = p +v(x, y) + ax) - (y +v(x, y)) 
(oy) 
= en Ax (3.9c) 
Ox L(x,y) 
D,D' = Coordx(D”) - Coordx(A”) = 6 +u(x, y) + E 5») - (x+u(x, y)) 
4x,y) 
E o hn (3.94) 
Y Lx, y) 


Observe que el sólido A'B'C'D' presenta dos tipos básicos de deformaciones: la pri- 
mera denota el cambio de longitud del elemento en una cierta dirección; la segunda 
representa el cambio en el valor de un ángulo dado. Estudiaremos cada una de ellas a 
continuación. 


3.2.1. Deformación lineal (o deformación longitudinal) 


La deformación lineal, deformación axial, deformación unitaria o deformación longitudi- 
nal (longitudinal strain, axial strain o normal strain en inglés) e es una medida de cuánto 
se estira o contrae el sólido en un punto y en una dirección en particular, y se expresa 
como el cambio de longitud por unidad de longitud. Si L; y Ly denotan, respectivamente, 
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la longitud inicial y final de la zona en estudio, entonces la deformación lineal promedio 
está dada por (Lf — L;)/L;; por otro lado, si hacemos que la longitud del elemento en 
estudio tienda a cero, la deformación lineal se definirá por 


Loi 


o E (3.10) 


Dado que tanto el numerador como el denominador de la expresión anterior tienen 
dimensiones de longitud, se deduce que e es una cantidad adimensional. 

A continuación, determinaremos las componentes de deformación lineal que afectan 
un cuerpo sólido sometido a unos esfuerzos cortantes y normales. De acuerdo con la 
fórmula (3.10), las deformaciones lineales en las direcciones x y y de un punto A (el cual 
tiene coordenadas (x, y)) estarán dadas por 

1R! Py 
Ey) = lim E ey(x, y) = lm E (3.11) 

Suponiendo que las deformaciones son pequeñas, entonces y, y y, son ángulos muy 
pequeños (figura 3.3), por lo que las aproximaciones cos y, = 1 y cos y, = 1 son válidas 
(ver apéndice A.7.3) y, por lo tanto, cos y, = 245 * l implica que A'B, = A'B' y cos y, = 
4% * 1 conlleva que A'D, x A'D', respectivamente. Luego, reemplazando (3.9a) y (3.9b) 
en (3.11), tenemos: 


du(x, y, z) e = ow(x, y,z) 


AE 7 


(512) 


En la figura 3.4 podemos observar un elemento rectangular que se estira o se contrae 
en las direcciones x y y. 

Tenga en cuenta que, en la práctica, las deformaciones unitarias son usualmente nú- 
meros muy pequeños, del orden de 10”* o inferiores. Por ejemplo, según la norma AcI 
318-19% artículo 22.2.2.1 (norma Nsr-10*, artículo C.10.2.3), la máxima deformación 


45 
46 


La sigla ACI proviene de American Concrete Institute. 
El acrónimo NsRr-10 se refiere al Reglamento Colombiano de Construcción Sismo Resistente. Ver 
https://es.wikipedia.org/wiki/NSR-10. 
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unitaria utilizable en la fibra extrema sometida a compresión en una viga de concreto 
reforzado es igual a 0.003. Ahora, el acero dulce, el cual tiene un esfuerzo de fluencia 
o = 420 MPa y un módulo de elasticidad E = 200 GPa (veremos estos conceptos en el 
capítulo 4), fluye cuando la deformación longitudinal es e = 0.0021; esto se deduce al 
aplicar la ley de Hooke unidimensional o = Eg (ver sección 4.3). 


3.2.2. Deformación angular 


La deformación angular yy (shear strain en inglés) denota el cambio en el valor del án- 
gulo 4 BAD cuando un cuerpo se somete a esfuerzos normales y cortantes; en otras 
palabras, mide el cambio de ángulo entre dos caras que originalmente eran ortogonales; 
en este caso, yy cuantifica la variación de ángulo entre las dos caras mutuamente orto- 
gonales AB y AD. Así, con referencia a la figura 3.3, podemos definir matemáticamente 
la deformación angular y. , en el punto A como 


Ysy(x, y) := «BAD [rad] - <B'A'"D' [rad] = lim (y + ya); (3.13) 
Ay>0 


$ 
ero como y, y y, son ángulos muy pequeños, entonces y, = tan y, = 22 y y, » tan y = 
A'B2 
D,D' 


ADA” Reemplazando estos ángulos junto con (3.9c) y (3.9d) en la ecuación (3.13), se tiene: 


a a A ZA 
x,y)*= lím 
Yxy y A50) A'B, A'D, 
Ay>0 
dv Ju A dv du 
E A dv 
L Sly) 24 May 2 | ley) 9 (xy) 
Ax>0| Ax+ | Ax dy 4 2% El 
Ay>0 li Ay + dy (ay) Ay Ox la dy (e 
e, > 0 (estiramiento en dirección x) e, < 0 (contracción en dirección x) 
e, < 0 (contracción en dirección y) e, > 0 (estiramiento en dirección y) 


peer. 
cocos. 


Figura 3.4. Distintas configuraciones de las deformaciones longitudinales 
en un elemento rectangular. Aquí la línea sólida muestra la forma antes 
de la deformación; la línea punteada muestra la forma deformada. 
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y como las deformaciones longitudinales del sólido son mucho más pequeñas que 1, o 


47 9u dv 
sea, zo] tn <1Y ay ls << 1, se deduce que 
les ov A du 
xy > Ox (x,y) oy (ay) . 


En conclusión, cuando las derivadas del desplazamiento son pequeñas, se tiene que 
ea = límax>0 y1 y que S A 
en radianes, se deduce que las unidades de las deformaciones angulares son también 
radianes. 

En la figura 3.5 podemos observar un elemento con una deformación angular nega- 
tiva, otro con deformación angular igual a cero y uno con deformación angular positiva, 
respectivamente. 


= límay>0 Y2. Dado que ambos ángulos están medidos 


» PEA 
a ¡> i 
fs / 
A a a Y) P 
A " 0 U) 
A ; , 
he 0 
N 0 
la 0 
N 0 
0 
1 
0 
" -.r 
(a) Yxy < 0 (b) Yxy = 0 (c) Yxy > 0 


Figura 3.5. Elemento con deformación angular negativa (a), cero (b) y positiva (c). Note 
que cuando la deformación angular es cero, el ángulo del elemento diferencial no varía a 
pesar de que este se estira en las direcciones x y y. Aquí la línea sólida muestra la 
forma antes de la deformación; la línea punteada muestra la forma deformada. 


En el caso tridimensional, se tienen tres componentes de la deformación angular, a 
saber: 


du(x, y,z) ñ O yz) 


a y >. (3.14a) 
du(x, y,z) ow(x,y,z) 
2) = .14 
Vda) a (3.14b) 
E) e => si AE (3.14c) 


dy 


17 El símbolo << se debe leer como “es mucho más pequeño que”; por ejemplo, 0.003 << 1. 
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De las definiciones (3.14) se deduce que las deformaciones angulares son simétricas con 
respecto a sus índices; en otras palabras, Yxy = Y yx» Yxz = Yzx Y Yyz = Yzy- A las deforma- 
ciones angulares (3.14) se les conoce con frecuencia en la literatura como deformaciones 
angulares ingenieriles (engineering shear strain en inglés). Por otro lado, es bastante co- 
mún en la mecánica del medio continuo y en la teoría de la elasticidad referirse a las 
deformaciones angulares matemáticas (mathematical shear strain en inglés) las cuales se 
denotan, generalmente, como e, y están definidas por 


Ve lY) _4BAD [rad] — 4B'A'D' [rad] aa Y1 + Y 


2 2 Ar>0 2 
Ay>0 


Esy(x, y) sl 


Si establecemos una semejanza con la ecuación (2.5), podemos organizar los térmi- 
NOS Ex, ..., €y, en una forma matricial que llamaremos el tensor de deformaciones in- 
finitesimales de Cauchy (o la matriz de deformaciones infinitesimales de Cauchy) e, el 
cual se puede incluso representar utilizando subíndices numéricos, como se indica a 
continuación: 


1 1 
Ex Exy Exz en €n € Ex  3Yxy 2zYxz 
1 1 
E=lEx €y €y|=| ta €2 823 |=|5Yyx €y  3Yyzl- (5:15) 
€zx €zy €z ga €32 €3 Var 3Yzy Ez 


o ————————— NS A 


deformaciones matemáticas deformaciones ingenieriles 


Es importante anotar que las deformaciones matemáticas se utilizan, principalmente, 
para definir el tensor de deformaciones infinitesimales e y para realizar la conversión de 
las deformaciones longitudinales y angulares de un sistema de coordenadas a otro, tal y 
como veremos en la sección 3.4. 

A partir de las ecuaciones (3.12) y (3.14) y de la discusión en el párrafo anterior, se 
puede deducir que, en notación indicial, 


1 du; 9uj 
€¡j => + — 
2 0Xj Ox; 
Un EN Mi 
2 


Aquí** u, = U, U) = V,Uz = W,X] = X,X2= y y X3 = z; adicionalmente, el subíndice €j” 


después de la coma en la expresión u,,;, significa que se está derivando el término u; con 


: ; 7 
respecto a la variable j, o sea, 4;,¡:= 52. 
J 


Se comentó, anteriormente, que en el caso de un sólido ( sometido a una traslación 
rígida se tiene que u(x, y,z) = uy para todo (x, y,z) € Q; aquí uy es un vector constante. 
De las ecuaciones (3.12) y (3.14) se deduce que los sólidos sometidos a traslaciones rígidas 
no se deforman ni longitudinal ni angularmente, ya que u;¡= 4; = 0 y, en consecuencia, 
E¡¡ =0. 


28 La notación a = b se lee de la forma “a es equivalente a b”. 
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Por último, es importante resaltar que la deducción de las ecuaciones (3.12) y (3.14) 
involucra únicamente consideraciones geométricas y, como no se hace referencia algu- 
na a las propiedades y características del comportamiento del material, el resultado es 
aplicable a toda clase de materiales, incluyendo los elásticos y plásticos. Las únicas res- 
tricciones que hacemos son que el desplazamiento sea una función continua y derivable 
y que las deformaciones sean pequeñas. 


3.3. Las galgas extensométricas 


En los laboratorios y en las estructuras analizadas electrónicamente es usual encontrar 
dispositivos que miden la deformación en un punto de modo que, con esta información, 
y por medio de la relación esfuerzo-deformación del material, permiten conocer, de for- 
ma indirecta, los esfuerzos en los diferentes puntos de interés de la estructura; dichos 
dispositivos son las llamadas galgas extensométricas (strain gauges en inglés). Las galgas 
son necesarias, ya que no es posible medir directamente los esfuerzos al interior de una 
estructura y estos solo se pueden inferir mediante la medición de las deformaciones. 

Las galgas extensométricas fueron inventadas, independientemente, por los ingenie- 
ros estadounidenses Edward E. Simmons (1911-2004) y Arthur C. Ruge (1905-2000) en 
1938. Su funcionamiento se basa en la propiedad de algunos materiales conductores y 
semiconductores, para los cuales su resistencia eléctrica cambia cuando se les somete a 
un esfuerzo de tracción o compresión que los deforma. Están compuestas por un sopor- 
te flexible aislante que sostiene al sensor, el cual se pega a la estructura con un adhesivo; 
conforme se deforma la estructura, el sensor también lo hace, lo que cambia, por consi- 
guiente, su resistencia eléctrica. Esta variación del ohmiaje se mide, generalmente, con 
un dispositivo llamado el puente de Wheatstone. A partir de este principio se puede en- 
tonces inferir la deformación longitudinal a lo largo del cuerpo de la galga. 

Cuando se usa una galga extensométrica, se deben tener en cuenta las siguientes 
anotaciones: 


» El esfuerzo aplicado no debe llevar a la galga fuera del margen elástico. 


» La superficie de contacto debe estar completamente limpia, debe ser libre deimper- 
fecciones físicas mayores y no debe estar impregnada de cualquier tipo de grasas, 
ya que de lo contrario, la galga no tendrá una adherencia adecuada y se podrían 
generar lecturas incorrectas. 


+ La variación en la temperatura puede generar alteraciones en las lecturas de la 
deformación, incluso sin variar las fuerzas másicas y superficiales aplicadas sobre 
el sólido. 


» La galga se calienta debido a que la energía eléctrica que se utiliza para su funcio- 
namiento se disipa como energía térmica. 
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» Su estabilidad puede ser dudosa en el tiempo, ya que el envejecimiento del adhesi- 
vo puede afectar su funcionamiento. 


Como las galgas extensométricas solo pueden medir deformaciones longitudinales, 
generalmente, con el objeto de medir la deformación en todas las direcciones sobre un 
plano, es necesario utilizar al menos tres galgas organizadas en una forma conocida co- 
mo la roseta de deformación (rosette strain gauge en inglés) (figura 3.6). El análisis de 
deformaciones con dichas rosetas se estudiará en la siguiente sección. 


450 


45 


A 


Figura 3.6. Roseta de deformación. 


Para medir las deformaciones en todas las direcciones, pero esta vez en el caso tridi- 
mensional, serían necesarias por lo menos seis galgas ubicadas, como mínimo, en tres 
planos diferentes. ¿Podría dar los detalles? 


3.4. Especificación de la deformación en otras direcciones 


Supongamos que queremos determinar el estado de deformaciones en un punto a par- 
tir de lecturas de deformación dadas por galgas extensométricas. Como estas galgas se 
pueden ubicar en cualquier dirección (no solo en el sentido de los ejes coordenados), es 
necesario desarrollar una formulación que nos permita conocer gs, €, Y £,y a partir de 
estas lecturas. 

Con referencia a la figura 3.7, si representamos un punto dentro del sólido por el 
rectángulo ABCD (antes de tomar límites de modo que el rectángulo tienda al punto A), 
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Figura 3.7. Componentes de deformación. Aquí los ejes de coordenadas X, Y, x yy 
siguen, respectivamente, la dirección y el sentido de los vectores í = é, y j= é2. Por otro 
lado, el rectángulo azul BN con líneas discontinuas denota la traslación rígida del sólido. 


la deformación longitudinal en las direcciones mutuamente ortogonales x' y y” estará 
dada por” 


A'C'- AC , B'F'- BF 
Ey = lím =—— Ey = lim >=, 
AC>0 AC BE>0 BF 
o como 
, MA'E'- AE , B'E'- BE 
Ex, = lim =——— Ey = lim ==—; 
AE>0 AE BE>0 BE 


en virtud de la relación de proporcionalidad AE/AC = BE/BF que existen entre las dife- 
rentes distancias. Adicionalmente, la deformación angular y,» y», la cual mide el cambio 
del ángulo recto 4 CEF, se definirá por 

Y xy := 4CEF [rad] — 4C'E'F' [rad] = lim (y, +y5) 

Ay>0 
y, por lo tanto, de forma análoga a lo definido en la ecuación (3.15), la deformación en 
notación matemática estará dada por 
4 CEF [rad] — «C'E'F' [rad + 

Ñ [rad] [rad] id 


Est == 
Es 2 Aar>0 2 
Ay>0 


Sd Tenga en cuenta que, a lo largo del libro, €... = € yr", € y! = Ey y!) Y Eg = Ez1,13 esta notación se utilizará 


indistintamente. 
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Recuerde que la deformación angular mide el cambio del ángulo entre dos líneas origi- 
nalmente perpendiculares. 

Es posible demostrar que” gr, €”, €, y pueden expresarse en términos de €, € y, €xy 
y del ángulo de inclinación 0, de la siguiente forma: 


ExtEy EXT E i 
ex (0) = > Le > 2 cos 20 + exy sin20 (3.16a) 


Ex +Ey Ex—€y 
2 


ey (0) = 


cos 20 — e, y sin20 (3.16b) 


Yx y (0) 


Ex —€ 
E EX (O) E, cos20= => sin 20; (3.16c) 


en consecuencia, solo se necesita conocer el estado de deformaciones £y, €y, €xy para 
conocer la deformación en cualquier otra dirección. Finalmente, es importante observar 
la similitud que existe entre las ecuaciones (3.16a) y (3.16c) con las ecuaciones (2.24a) 
y (2.24c), respectivamente. Se deja como ejercicio demostrar que e (0) = €,,(0 + 909). 

En el caso tridimensional, utilizando la notación de deformaciones angulares mate- 
máticas, es posible demostrar que (ver, por ejemplo, Sadd [2005))”* 


T 
04 A Aa 


=|f f Bs l (3.17) 


Yi Y2a Y3 


Aquí é, := [a,, Bi, y1]7, € := [a2, Ba, y2]" y €; := [03, B3, y3]” son vectores mutuamente 
ortogonales que representan a los ejes del sistema de coordenadas para el cual se refieren 
las direcciones x', y” y z' (especificando estos vectores en el sistema de coordenadas de 
la mano derecha [ver apéndice A.13]). Considerando los mismos pasos explicados en la 
deducción de (2.23), la ecuación anterior se puede escribir en términos de deformaciones 
matemáticas como 


Ex! 0% í Yi 2Y1 Pi 2y1 01 2041 Br Ex 
Ey 0 5 Y 292 Pa 2y2 02 202 Ba Ey 
ta |_| a 3 Y 2y3 B3 2y3 03 2a3 B3 Ez 
eya | [aa BBs yays Y B3+B2y y.03+0 y 09 B3+ 8203 || ey. 
Ex!z ad BBs yy yPBsrBry yo+oay 0apB3+Bros || exz 
Ex y aw BB py vBz+Biy por+roay 0aB+Br02) lex, 


 _ 414141 pu 
=T¿4 (ver ecuación [2.23)) 


2% Ver, por ejemplo, Solecki y Conant (2003, sección 3.4) o el ejercicio propuesto 2. 


Es conveniente que, en este punto, el lector revise de nuevo las secciones 2.5 y 2.6 para entender la 
naturaleza de la matriz T. 
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o, alternativamente, en términos de deformaciones ingenieriles como 


Ex! o Bi Yi y Br y Ar or Br Es 
ey 0 B3 Y y2 Pa Y2 A, a Pa Ey 
Er | _ 0% B3 Y Y3 B3 Y3 43 as P3 Ez 


Yy 2 [20203 2B2B3 2y2y3 y. P3+ Pays y. 03+02 ys 07 B3+ Ba 0 
Yxtz! 20103 28B1B 2Y9y yfs+Priy ya+ays asBz+ Bras || yx 
Yx! y" 2010 2bB1B 2yy y Ba+Bry yoa+oay a+ Ba 


AA 0 .AHJJJ => gq gq a qqIAAAá<€<Ss —KÉKÉÁÑ 


T: 


(3.18) 
Observe que T, y T¿ son matrices de transformación entre los vectores de deforma- 
ciones. Se deja como ejercicio al lector demostrar que 


TA? =TÍ?,. (3.19) 


Como la dirección de los vectores é;, é, y €, es arbitraria, bajo la condición de que 
ellos sean mutuamente ortogonales, de la ecuación (3.17) se sigue que la deformación 
longitudinal en una dirección del vector unitario A está dada por 


E 


enla, B, y) = ñ Eñ =€,00 +€,B* + e¿y? + 2€,y0B + 2EyBy + 2Exp, (3.20) 


mientras que la deformación angular matemática sobre un plano generado por los vec- 
tores mutuamente ortonormales Mm y ñ es: 


Emi =%M Eñ, (3.21) 
por lo que 2g jj; representa el decremento en radianes del ángulo que antes de la defor- 
mación era 90? y que estaba indicado por los vectores mutuamente ortogonales mM y ñ. 


Alternativamente, las ecuaciones (3.20) y (3.21) resultan a partir del hecho de que 


AT 21 AT A1 AT A1 AT 
Ey Exy Extz! e; £é6; €, ge, €, ee; e; 
¡SUN 0 EI E Y A EN Al Alo al 
E =|Exvy Ey Ey |=|€, ee, e, ee, e, £e3|=|€, fej|€ €, €3|, 
ATT 
E E Er AT Al ANT Al Al T Al / 
E E ez €l; € €, €3 €€; 3 


ya que la dirección de los vectores é;, €, y €, es arbitraria, bajo la condición de que estos 


sean mutuamente ortogonales. La demostración de esta ecuación se deja como ejercicio 
al lector. 


Dado que la matriz T es ortogonal (esto se discutió en la sección 2.6), premultipli- 
cando la ecuación (3.17) por T y posmultiplicándola por T? resulta: 


(3.22) 


Podemos, a partir del planteamiento tridimensional, obtener de nuevo la formula- 
ción bidimensional suponiendo que é, = [cos 6, sin 0, 0]7, é, = [-sin 0, cos6, 0]7 y 
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A] T . . . . Na 
e, = [0, 0, 1]”, y siguiendo el mismo razonamiento empleado en la sección 2.6.2. En 
este caso, la matriz de transformaciones T se convierte en”? 


cosg —sinó 0 
T=|sin9 cosgé Ol; (3,23) 
0 0 1 


adicionalmente, si se supone que” e, = €,, = € y, = 0, la ecuación (3.17) se convierte en 


. F : 

Es Ed Ese cosó —-sin0 0 Ex €xy 0Y[cosó —-sinó 0 
Exslewy €y €yo|=|[sinó cosg 0 Exy €y O||sinó cosó 0 
Exigl Eyz! Ez! 0 0 1 0 0 0 0 0 1 


Si ejecutamos las anteriores operaciones con Maxima, usando el siguiente código: 


| /x Se especifica la matriz de transformación T, ecuación (3.23) */ 
2T : matrix( 

3 [ cos(t),-sin(t), 0l, 

a [ sin(t), cos(t), 0], 

s A 0, 0, 1] 

51)$ 

T 

s|/* Se especifica la matriz de deformaciones def, definida con respecto 
sa la base dada por fi=e1,j=e2,k=e3] x/ 

¡def : matrix( 

ul [ex, exy, 0l, 

vr [exy, ey, 0l, 

1. [O, 0, 0] 

11)$ 


16|/* Se calcula la matriz de deformaciones defP, definida con respecto 
w|a la base dada por (fel*,e2*,e3'), ecuación (3.17) x*/ 
w|defP: trigsimp(transpose(T).def.T); 


20|/* Se extraen las expresiones ex*, ey, y ex*y* de la matriz defP x/ 
2 exp : expand(defP[1][1]); 
2 e_yp : expand(defP[2][2]); 
23 €_xpyp : expand (defP[1][21); 


obtendremos: 


Ex = Ey Cos” O + ey sin? O + 2e,y sin0O cos O (3.24a) 


Ey! = Ex sin? O + Es cos? 8 — 2€,y sin 0 cos 9 (3.24b) 


u 
[5] 


Aquí la primera y la segunda columna de la matriz de transformaciones T representan las coorde- 
nadas de los vectores unitarios é; y é, que definen los ejes x' y y”, respectivamente, tal y como se 
ilustró en la figura 2.8. Se deja como tarea al lector comparar dicha figura con la presente explicación, 
teniendo en cuenta que el giro se está haciendo alrededor del vector é% = [0, 0, 1]”. 

72 En otras palabras, e, = Pz = Py. = 0 en la notación ingenieril de las deformaciones. Aquí estamos 
suponiendo un estado de deformación plana, el cual estudiaremos en detalle en la sección 4.8.2. 
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= ey sin0 cos 0 — e, sinÚO cos O + €xy (cos? 0 - sin? 9) (3.24c) 


m 
x 
x= 
l 


= Ey z! = Ez! = O, 


m 
$e 
A 

| 


y utilizando las identidades trigonométricas: 


sing = LOA cos” O = OA sin 20 = 2 sin O cos 0 
y la notación ingenieril de las deformaciones obtenemos de nuevo las ecuaciones (3.16). 
Tenga presente que las ecuaciones (3.16) se podrían obtener directamente del código 
anterior utilizando el comando trigreduce en vez del comando trigsimp en la línea 
18, ya que el primero procura hacer reducciones trigonométricas de modo tal que las 
ecuaciones resultantes estén expresadas en función del doble ángulo, esto es, 20. 
Por último, las ecuaciones (3.24) se pueden expresar en forma matricial y utilizando 
deformaciones ingenieriles como 


Ey! cos? 0 sin? 9 sin O cos O Es 
Ej |= sin? 9 cos? O -sin0cos0 Es ll (3.25) 
Y y -2sin0cosO 2sin0cosO cos?0 -—sin?0)Xy,, 
A o a 
Te2D 


Se deja como ejercicio al lector demostrar que Tm - TE 2D» donde T, 2p está defi- 
nida en la ecuación (2.25). 
Ejemplo 3.1. Roseta de deformación de tres galgas 


Considere la roseta de deformación mostrada en la figura 3.6; en esa figura se mues- 
tran tres galgas extensométricas ubicadas en las direcciones O, = 0%, Oj = 45* y 
0. = 90”. Determine las deformaciones €, €, Y €x, para dicha galga. 


Solución 


La lectura de cada una de estas galgas es €1, € y €c, respectivamente. Reemplazando 
estas lecturas en la ecuación (3.16a) tenemos: 


EE. 


EA = a + 3 cos 0” + e,y sin 0? 

Ex +Ey EX—E€ , 
Ep = a Ad o 2 cos 90” + ey sin 902 

EX FE, ELE , 
Ec = 2 + 2-72 cos180" + e, ysin180", 

2 2 d 
es decir, 
Es + Ey 
€A = Ex E€EB= > + Exy €c = Ey; 
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de aquí se deduce que 


(3.26) 


Por lo tanto, únicamente con las galgas A y C se pueden obtener directamente las defor- 
maciones £,, ey y, a partir de una combinación lineal de las lecturas de las tres galgas, se 
puede obtener la deformación angular e,,. 


Ejemplo 3.2. Cambio de base 


Con referencia a la figura 3.8, considere una placa sometida a un estado de defor- 
mación plana (o sea, €, = 0, Yyrg, = 0 y yy2 = 0) sobre la cual reposan tres galgas 
extensométricas A, B y C. Asuma que la placa está ubicada en el espacio de modo tal 
que esta pasa por el punto (4, 2, -5) y tiene una normal (2, 1, 5). Suponga que el 
punto (4, 2, -5) es el origen de un sistema de coordenadas x' y'z' inscrito en la placa, 
que el eje de coordenadas x' apunta en la dirección del punto (1, -2, -3) y que el eje 
z' coincide con el vector (2, 1, 5), el cual es normal al plano. 

Si la galga A está ubicada en la dirección del eje x”, y las galgas B y C se encuentran 
a 45” y 907, respectivamente, en sentido antihorario sobre la placa con respecto a la 
galga A (de modo que la galga C apunta en la dirección del eje y”), determine las 
deformaciones en el plano x' y” y expréselas adicionalmente con respecto al sistema de 
coordenadas especificado por los ejes x, y y z, suponiendo que e4 = 103, eg = 2.1x107? 
y €c = -1.7 x 1077, 


Solución 


En el curso de Álgebra Lineal se estudió que la ecuación de un plano que tiene un vector 
normal n (no necesariamente unitario) y que contiene un punto xy está dada por n-(x— 
xo) = 0, donde x = (x, y, z) (ver apéndice A.2). En consecuencia, la ecuación del plano 
que estamos analizando es n - (x— xp) = (2, 1, 5) -[(x, y, 2) - (4, 2, -5)] = 0; de aquí 
se deduce que (2, 1, 5) -(x-4, y-2, z+5) =0 y, por lo tanto, la ecuación del plano 
que contiene las galgas es 2x + y + 5z = —-15. Efectivamente, se puede comprobar que el 
punto (1, -2, -3) pertenece a dicho plano. 

Se deben ahora calcular las direcciones de los vectores é,, é, y é3. El eje é, se en- 
cuentra en la dirección del vector que une los puntos (4, 2, -5) y (1, -2, -3); en otras 
palabras, en la dirección del vector (1, -2, -3) — (4, 2, -5) = (-3, -4, 2). El vector é; 
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Vector normal = [2, 1, 5]” 


Punto =[4, 2, -5]" 


Figura 3.8. Configuración espacial de las galgas analizadas en el ejemplo 3.2. 
Recordemos que los ejes x”, y” y z' son mutuamente ortogonales. 


se encuentra en la dirección del vector (2, 1, 5) y como los vectores son ortogonales, el 
Al , 
vector é, se encontraría usando el producto cruz. De este modo,”* 


-3, -4, 2 
é = e (-0.55709, -0.74278, 0.37139) 
| (E, -4, 2)| 
2 15 
é, = A (0.36515, 0.18257, 0.91287) 
|(2, 1 5)| 


Exe 
¡ j k 

=det| 0.36515  0.18257 0.91287 

-0.55709 -0.74278 0.37139 


= (0.74587, -0.64416, -0.16952 ); 


luego, la matriz de transformación T está dada por aquella indicada en la ecuación (3.17), 


es decir, 
-0.55709 — 0.74587 0.36515 


T=|[é;, €), €,] = | -0.74278 -0.64416 0.18257 
0.37139 -0.16952 0.91287 


21 Se pregunta al lector: ¿por qué se tomó el producto cruz é, x é; y no el producto é; x és? Pista: 
considere la relación entre el producto cruz y la regla de la mano derecha (ver apéndices A.12 y 
A.13). 
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Ahora, a partir de las ecuaciones (3.26), se obtiene que las deformaciones medidas 
sobre el plano x'y” son 


Ex! = EA = 0.00100 

Ey” = Ec = -0.00170 
+ 

Ene > =C = 0.0245; 


y, asumiendo que £,, = €y1,1 = € 1, = 0, obtenemos: 


0.00100  0.00245 0 
£' =|0.00245 -—0.00170 0 
0 0 0 


y en consecuencia, dichas deformaciones expresadas con respecto a la base [i, $ k) se 
calculan a través de la ecuación (3.22), o sea g = Tg'T? y, por lo tanto, 


2.6714 x 107?  7.5242x10* 9.1808 x 107* 
7.5242x10*  2.1908x 10% -7,3913x10* |, 
9.1808 x 107*  -7.3913x107*  -2,1941 x 107* 


IIco 
1! 


de donde se deduce que e, = -2.6714 x 107?, e, = 2.1908 x 10%, e, = -2.1941 x 107*, 
Eya = 7,3913 x 104, €, = 9.1808 x 10* y €, y = 7.5242 x 10*, 
Los resultados anteriores se encontraron con la ayuda del código de Matlab: 


A 


% Se define la función vector_unitario 
vector_unitario = G(x) x/norm(x); 


% Se calculan los vectores elp, e2p, e3p gorrito (de unitario) 

elgp = vector_unitario([-3; -4; 2]); 

e3gp = vector_unitario([ 2; 1; 51); 

e2gp = cross(e3gp,elgp); % producto cruz e2g = e3g x elg 


% Se define la matriz de transformación 
= [elgp e2gp e3gp]; 


% Se determinan las deformaciones ex*, ey” y ex'*y” a partir de la lectura de 
il 


% las galgas utilizando las ecuaciones (3.26) 


eA = le-3; exp =ebA; 
el = -1.7e-3; eyp =eC; 
eB = 2.1le-3; e_xpyp = eB - (eA + eC)/2; 


% Se define la matriz de deformaciones en x*,y”*,z” 
defP = [ e-xp e-xpyp 0 


e-xpyp eyp 0 
0 0 01; 


% Se define la matriz de deformaciones en x,y,z (3.22) 
def = Tx*defPxT"; 
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En el código anterior, el comando norm calcula la norma de un vector; el código de la 


línea 1 nos define la función vector_unitario(x) 


como x/ | x || utilizando el comando E 


para definir dicha función en un solo renglón; el comando cross calcula el producto cruz 
entre los dos vectores que han sido dados como argumentos; adicionalmente, el operador 
“»” de Matlab sirve para calcular la transpuesta de una matriz de números reales y la 
transpuesta conjugada de una matriz que contiene números con parte imaginaria. 


Ejemplo 3.3. Más de tres galgas extensométricas 


Suponga que se tienen cinco galgas extensométricas, a saber: A, B, C, D y E, ubicadas 
sobre el mismo plano a unas inclinaciones de 0%, 72*, 144”, 216? y 288”, tal y como se 
ilustra en la figura 3.9. Las deformaciones medidas por las galgas fueron 3.0012 x 107*, 
3.4521 x 107*, 1.4935 x 1073, -4.0924 x 107* y 1.5207 x 1073, respectivamente; dichas 
lecturas no son precisas, ya que tienen unos pequeños errores de medición. Dadas las 
mediciones anteriores, estime la mejor aproximación posible de las deformaciones £,, 


Ey Y Exy- 


A partir de la formulación del problema definiremos las siguientes constantes: 


01 =0* 
Op = 722 
06 = 144" 
Op = 216" 
0; = 288" 


Solución 


ea= 3.0012 x 10* 
eg= 3.4521x10* 
ec = 1.4935 x 10? 
ep = -4.0924 x 10* 
eg = 1.5207 x 107. 


Utilizando la ecuación (3.24a), se puede escribir £4, €g, €c, €p y €g en función de €, €, 


€xy Y el ángulo de inclinación 0, de manera que 


Ea = Ey (04) = e, cos" (04) + eysin"(0a) + Ex y sin(204) 


€ = Ex (0) = ecos (Op) + ey sin” (Op) + ey sin(205) 


Ec = Ex (Oc) = ecos (Oc) + ey sin*(Oc) + ex sin(20c) 


ep = €Ex (Op) = e, cos”(0p) + ey sin*(Op) + e, sin(20p) 


Ez = €x (Ox) = e, cos (Op) + És sin'(Oz) + €xysin(205). 


El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir como 


EA cos?(9,) sin*(0,) 
Ez cos?(0z) sin*(0z) 
ec | =| cos?(06) sin*(06c) 
ED cos—(0p) sin*(0p) 
ER cos?(8z) sin*(0g) 


sin(204) 
sin(20z) | / e, 
sin(206) || e, |; 
sin(20p) | Vx, 
sin(20g) 


E ARKÁÉX oo pp 


b A 
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MS Y 


Y 

1 
M 
y 


Figura 3.9. Roseta de deformación analizada en el ejemplo 3.3. 


sin embargo, este sistema de ecuaciones no se puede resolver de la forma usual premul- 
tiplicando por A? a ambos lados de la igualdad, ya que la matriz A no es cuadrada y, en 
consecuencia, su inversa no existe. A pesar de lo anterior, se puede resolver utilizando 
la formulación de mínimos cuadrados, de modo que 


x=(A1A)4? b, (327) 
LL 
At 


donde A! es la llamada pseudoinversa de Moore-Penrose (ver, por ejemplo, https://en. 
wikipedia.org/wiki/Moore-Penrose_inverse).* Tenga en cuenta que dicha pseudoinver- 
sa puede calcularse eficientemente con el comando de Matlab pinv. 


2 Una forma fácil de recordar esta fórmula es utilizar el siguiente razonamiento: la ecuación Ax = b 


se premultiplica a ambos lados por A*, o sea, A? Ax = A”b y luego se premultiplica la igualdad 
resultante por (A”A)”' obteniendo, de este modo, la fórmula (3.27). 
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Este problema se resolvió con Matlab utilizando el siguiente código: 


eA = 3.0012e-4; tA = 0; 

eB = 3.4521e-4; uN e 725 

el = 1.4935e-3; tC = 144; 

eD =-4,0924e-4; tD = 216; 

eE = 1.5207e-3; tE = 288; 

A = [ cosd(tA)?2  sind(tA)?2  sind(2xtA) 
cosd(tB)72  sind(tB)?2  sind(2xtB) 
cosd(tC)72  sind(tC)"2  sind(2x*tC) 
cosd(tD)?2  sind(tD)?2  sind(2x*tD) 
cosd(tE)?2  sind(tE)?2  sind(2xtE) ]; 


[ej 
!l 


[eA; eB; el; eD; eEl; 


% Recuerde que en Matlab el operador * representa la transpuesta de la 
matriz e inv() representa la inversa de la matriz 
X1 = (inv(A'xA)xA”)xb % ecuación (3.27) 


% Lo anterior es equivalente a 
X2 = pinv(A)xb 
X3 = ANb 


Observe en el anterior código que las líneas 17, 20 y 21 son tres posibles formas de 
calcular el problema dado por la ecuación (3.27). Se recomienda en la documentación de 
Matlab emplear la tercera forma (línea 21), ya que su implementación interna es mucho 
más eficiente que la de las líneas 17 y 20. Recuerde, adicionalmente, que los comandos de 
Matlab sind y cosd calculan, respectivamente, el seno y el coseno del argumento, estando 
este especificado en grados (no en radianes, en contraposición a los comandos sin y cos). 

La solución del anterior problema de mínimos cuadrados es, por lo tanto, 


3.0031e-04 
9.9981e-04 
1.0002e-03 


3.0031e-04 
9.9981e-04 
1.0002e-03 


3.0031e-04 
9.9981e-04 
1.0002e-03 


Es decir, 
5 3.0031 x 107* 


ey |=| 9.9981 x10"* 
a 1.0002 x 1073 


109 


3. ESTUDIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y LAS PEQUEÑAS DEFORMACIONES 


3.5. Rotación 


En ocasiones es conveniente calcular cuánto rota un punto al interior de un sólido cuan- 
do este se deforma. En la presente sección analizaremos dicho problema, utilizando co- 
mo referencia la figura 3.10. 

Considere los puntos A y C del sólido inicialmente no deformado mostrado en la 
figura 3.3; una vez producida la deformación, A y C se ubicarán en las posiciones A” y 


Figura 3.10. Interpretación de los vectores AA” (traslación rígida), £AC (deformación 
longitudinal y angular) y NAC (rotación rígida). En la figura, el sólido ABCD primero se 
traslada rígidamente, luego gira rígidamente un ángulo O = [| w| alrededor del vector w, 
después se deforma longitudinalmente y, por último, lo hace angularmente. Nota: los 
vectores AC y MAC deben ser mutuamente ortogonales, en virtud de las propiedades 
del producto cruz y la ecuación NAC = «w x AC; sin embargo, este gráfico no lo 
demuestra, ya que la rotación del vector AC se está exagerando. Aquí el símbolo O 
representa una flecha (que es el vector w) que sale del papel y apunta al lector. 


3.5. ROTACIÓN 


C', respectivamente. De acuerdo con la ecuación (3.2), las coordenadas de los puntos 
mencionados son 


A:= (x, y) 
C:=(x+Ax, y+ Ay) 
A':= (x+u(x, y), y +v(x, y)) 


du du ov ov 
Clizl x+Ax +u(x,y)+ —Ax+ —Ay, +Ay +v(x, y)+ —Ax + —Ayl. 
(y) += y (y) += y ) 
=_—,—  _ A AKÉKÉKXK =—  _ XA AK—ÉÁÉÁ 
posición inicial desplazamiento u(C) posición inicial desplazamiento v(C) 


Observe que la posición final del punto C, o sea, la coordenada del punto C”, está 
conformada por dos componentes: “posición inicial” (que especifica las coordenadas del 
punto C) y “desplazamiento”, expresados en las direcciones x y y por 


du(x, y) hta du(x, y) A 
Ox oy 2 


ov(x, y) (xy), 
Ox Ax+ 2 Ay 


u(C) :=u(x+Ax, y+ Ay) = u(x, y) + 


v(C) := v(x+Ax, y + Ay) = v(x, y) + 


> 


que puede escribirse matricialmente como 


u(C) u(A) qu Ss Ax 
(o)= (o) (E 2Jl.,) an 


Dana O A A A A 
— — — 
Ccc' AA! H AC 


donde u(A) = u(x, y) y v(A) = v(x, y) denotan las componentes del desplazamiento 
del punto A. Aquí, los vectores están referidos a la figura 3.10 y, adicionalmente, la matriz 
H es una matriz jacobiana conocida como la matriz gradiente de desplazamientos (gra- 
dient displacement matrix en inglés); de hecho, en muchos textos se denota a la matriz 
H como Vu. 


Utilizando la igualdad 
H+H" H-H' 
H = a + > (3.29) 
ZA AAA 
£ o 


se puede reescribir (3.28) en función de una matriz simétrica e y otra antisimétrica (skew- 
symmetric en inglés) (2: 


2% Recuerde que para una matriz simétrica a¡¡= Aj; mientras que para una antisimétrica aj; = —aj¡. De 


esta última igualdad se deduce que la diagonal de una matriz antisimétrica está formada por ceros. 
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e 2 (+2) fax 
USA 7 AS 


dy 
_ — _ A  —_.—. q >= 
1 r E 
CC AA Ad 


len 


es decir 


u(C)Y  fu(a) [ts tx Ax ño 0 —w,Y [Ax 
v(C)) Av(a) Exy €y JLAy wz 0 JAy) 
En las anteriores ecuaciones se definieron las matrices e y Q las cuales llamaremos 
las matrices de deformaciones y de rotaciones (o de giros), respectivamente; en la literatura 
también se conoce a la matriz (Q como el tensor de rotaciones infinitesimal (infinitesimal 


rotation tensor en inglés). 
En el caso tridimensional, haciendo un análisis similar, resulta: 


UY fudY (4 $ | /ax 


ES 
v(C) | =| v(A4) [+ a ay de Ay |, 
w(C) w(A) Se En SL JN Az 
———- A A2%0N 


y, utilizando de nuevo la transformación (3.29), tenemos: 


du du dv du , 0w 
u(C) u(A) Ox Js ll 2) ES li 7) Ax 
v(C) |=| va) |+[1(2+2) y 1(2+22) [| ay 
C A dw , du dw , dv 0w 
mo) Ea a (32+2) E Az 
— — —— e Ne jp 
cc! AA £ AC 
du dv du dw 
0 (3-2) (3 -5%)y [Ax 
dv du dv _ 09 
la (2-2) 0 (2-2) Ay |, 
dw _ Ju dw _ dv 
(5-2) (2 3) 0 Az 
( AH A  _— __ — -_—____ a _—Á 
se AC 
que se puede reescribir como 
u(C) u(A) Es Ea E AR 0 -w, wyY [Ax 
v(C) | =| v(A) [+[ex, €, e€yz]lAy +] 0% 0 -o.][|Ay] (31) 
w(C) w(A) e e Es DE =0y 0% 0 Az 
A IA A A 
cal AN £ AC o AC 
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donde 


o: 1[9w_ 9 a (2) PE LO TE 
*” 2loy 0z 2” 2 loz ox " 2lox dy) 


Observe que la matriz de deformaciones e es la misma a la que nos estamos refirien- 
do en las ecuaciones (3.15) y (3.17). Adicionalmente, es importante anotar que tanto las 
componentes de e como las de ( son números bastante pequeños en comparación con 
la unidad, lo cual se escribe en notación indicial como e;¿ << 1 y Q;¡¡ << 1; esto sucede 
debido a las suposiciones realizadas al principio de este capítulo, en las que se asumió 
que las deformaciones longitudinales y angulares serían muy pequeñas. 

El producto cruz de dos vectores a = [a,, a», az]" y b = [b,, b,, b3]" se puede 
escribir como el producto de una matriz antisimétrica y un vector de la siguiente forma: 


a2b3 E a3b, 
axb= azb, > ab; = > (3.33) 


ayb, — a,b; 


' ; 
en este caso, al vector a = [a,, a,, az]" se le llama el vector de rotaciones, el vector dual 
o el vector axial de la matriz antisimétrica A; por consiguiente, al comparar las ecuacio- 


nes (3.31) y (3.33) se puede expresar el producto QAC en el caso tridimensional como 
— => 
QAC = w x AC, 


donde w := [,, wy, 2]. es el vector de rotaciones o vector dual de (2. 

Hagamos una pausa para definir qué es la rotación rígida. Se dice que un sólido 
está sometido a una rotación rígida cuando todos sus puntos experimentan el mismo 
ángulo de giro alrededor de un eje dado, el cual permanece invariante en posición, en 
otras palabras, como si a través de dicho punto invariante existiese un eje de rotación; 
de este modo, cada uno de los puntos del sólido rígido describe trayectorias circulares 
alrededor del eje de rotación. Por ejemplo, un disco que se reproduce en un tocadiscos 
está sometido a una rotación rígida, ya que todos sus puntos experimentan el mismo 
ángulo de giro alrededor del eje del plato. 

Debemos ahora entender qué significan cada una de las componentes de w; por ejem- 
plo, para entender w,, considere un pedazo de sólido como el mostrado en la figura 3.11, 
el cual está sometido a una rotación rígida pequeña. 

A partir de las relaciones trigonométricas mostradas, tenemos que 


A ro A ro 
LAY) ro: ¿DAD'=0w tanda AU) 


4«BAB'=0=*tan0* 
es Ax Ay 


Tenga presente que tanto 4 BAB' como 4 DAD' estiman 0 y, en consecuencia, un prome- 
dio de ambos ángulos minimizaría el error de estimación de 0; por lo tanto, en el límite 
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(Au) o * —tan0A y 


(Av) yo: = tan9Ax 


Figura 3.11. Rotación rígida alrededor del punto A. Observe que en el punto A se ha 
graficado el vector w = [0, 0, 0]* con el símbolo O); dicho vector sale del papel y apunta 
hacia el lector. Nota: los vectores AC y MAC deben ser mutuamente ortogonales, en virtud 
de las propiedades del producto cruz y la ecuación MAC = w x AC; sin embargo, este 
gráfico no lo demuestra, ya que la rotación del vector AC se está exagerando. 


cuando Ax > 0 y Ay > 0, la rotación rígida promedio del rectángulo ABCD medida en 
radianes es 


ES 


«BAB'+ 4«DAD' 1 (AV) rot (Au) rot _1f0v duY 
2 “2V ax ay JJ 2lox oy) 


expresión que coincide con la definición de w, hecha en la ecuación (3.32). Haciendo 
analogías similares, podemos interpretar a w,,, w, y w, como los ángulos de rotación del 
sólido en el punto (x, y, z) medidos en radianes alrededor de los ejes x, y y z, respecti- 
vamente. Se deja como ejercicio al lector demostrar, que en el caso bidimensional y con 
referencia a la figura 3.3, w, = 2422. 


' ; P 
De forma más general, se puede relacionar el vector w = [0,, iD w.] con las com- 
ponentes del rotacional (ver apéndice A.14) asociado al campo vectorial 


u(x, y,2) := [u(o y, 2), vo y,2), w(0 y, 2)]". 


Recordemos que el rotacional, denotado por V x u(x, y,z), es un operador vectorial 
que muestra la tendencia de un campo vectorial tridimensional a inducir rotación en el 
punto (x, y, z). El rotacional de un campo vectorial u se define como 


ij k 
V x u := det 2 a 2 
uU v w 

ow 0v1, (E 5) ov duY. 

= 1 + cp 

dy Oz Oz  0x ox 0y 
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3.5. ROTACIÓN 


y de ahí que 


1 Ñ Tr 
e xu= [w,, wy, w.] =(. 


Por la definición del rotacional (ver apéndice A.14), se establece que la rotación en el 
punto (x, y, z) se efectúa alrededor de un eje de rotación (o de giro) descrito por una 
línea recta” L que pasa por (x, y, z) y cuya dirección es la indicada por el rotacional?* 
«w, es decir, 


x Wy 
L=4|y|+t| 0, teR 
z w, 


Para establecer el sentido de dicha rotación, se debe utilizar la regla de la mano derecha 
(ver apéndice A.13); de este modo, ubicando el pulgar de la mano derecha en la dirección 
del rotacional, la rotación se produce en la dirección en la cual apuntan los demás dedos. 
La magnitud de dicha rotación es igual a ||«w|| y se mide en radianes. 


Entendamos ahora el producto QAC en el caso bidimensional. Con la ayuda de la 
figura 3.11 se deduce fácilmente que este producto es igual a 


(Au) Y [-tan9Ay]  [(-0¿Ay]| (0 -0w¿| [Ax 
(Ava) NY tan8Ax] | w¿Ax) low, 0 Ay)” 
A 
a AC 
o sea, el producto QAC proporciona las componentes horizontal y vertical de desplaza- 


miento, del punto C, debidas a la rotación de AC; este giro es de O = w, radianes y se 

produce alrededor del eje z, rotando en el sentido positivo de acuerdo con la regla de la 

mano derecha. La igualdad anterior se cumple siempre y cuando el ángulo de rotación 

w, sea pequeño. Un análisis similar se puede hacer en el caso tridimensional. 
Reescribamos las ecuaciones (3.30) y (3.31): 


Kb —> —> 
CC'=AA' +£AC + MAC; 


=> 
sumando a cada lado de esta ecuación el vector AC, resulta 


— — —>+ > — — 
AC+CC'= AA' + AC + 0DAC + AC. 


Ambos lados de esta última igualdad se representan en la figura 3.10: los vectores del 
lado izquierdo se representan con color verde MN, mientras que en el lado derecho se 


=>3 
muestran de color rojo HIM. De aquí se deduce que el vector AC se convierte después de 


— 
la deformación en otro vector A'C' que se puede obtener como (figura 3.10) 


7 Recuerde que una línea L se define como el conjunto de puntos L = [a + tb | t e R], donde el vector 
a es un punto sobre la línea y el vector b + 0 describe la dirección de la línea. 


58 Estrictamente hablando, el rotacional es 2w. 
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3. ESTUDIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y LAS PEQUEÑAS DEFORMACIONES 


Una traslación rígida, definida por el vector AA”, mediante la cual AC se vuelve 
á— > —o r—> 
A'C¡ (AC; = AA' + AC). 


Un giro o rotación rígida, determinada por el vector C¡C) := QAC y la matriz de 
—> —  ” —> => 
giro Q, mediante la cual A'C; se vuelve A'C) (A'C;, = A'C; + QAC). 


Una deformación, definida por el vector CC! := gAC y la matriz de deformaciones 
— — — —S — 
€, mediante la cual A'C) se vuelve A'C' (A'C' = A'C) + geAC). Observe que a su 


=>? EL Di 
vez la deformación se descompone en una longitudinal C,C; = oe Ja y 
y 


0 


== 2 
otra angular C¿C' = o AC; note que los desplazamientos a causa de las 
y 


Ex 
deformaciones se representaron en la figura 3.10 con color gris MN. 


De todo lo anterior, se puede concluir que el proceso de deformación de un sólido está 
— 
compuesto por una traslación (vector AA”), unas deformaciones longitudinales y angula- 


res (vector gAC ) y una rotación rígida (vector QAC ), tal y como se ilustra en la figura 3.12. 


Configuración 
final 


I 
Configuración 
inicia 


] ! Deformación 
rígida longitudinal 
L 


Rotación | Deformación 
rígida I angular 


Figura 3.12. Componentes de la deformación. La deformación del sólido se descompone en 
una traslación rígida, una deformación longitudinal, una rotación rígida y una deformación 
angular. Se deja como ejercicio al lector graficar de nuevo esta ilustración siguiendo la 
secuencia de desplazamientos descrita en la figura 3.10. 
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3.6. DEFORMACIONES PRINCIPALES 


3.6. Deformaciones principales 


Al igual que en el caso de los esfuerzos principales, es natural preguntarnos: ¿en qué 
dirección se producen las deformaciones longitudinales máximas y mínimas? El análisis 
de este caso es muy parecido a lo que se hizo en las secciones 2.8 y 2.9, por lo que en esta 
sección solo se presentarán los resultados principales. 


3.6.1. Expresión de las deformaciones principales en el caso 
bidimensional utilizando maximización y minimización de 
funciones 

Si hacemos un análisis de las deformaciones similar al realizado en la sección 2.9.1, po- 

demos encontrar la magnitud y dirección de las deformaciones longitudinales máximas 


y mínimas. De hecho, calculando la derivada de (3.16a) con respecto a O e igualándola a 
cero tenemos: 


de y . 
40 =- (e, - ey) sin 20 + 2£,, cos 20 = 0, 


de donde se deduce que las deformaciones máximas y mínimas se encuentran, respecti- 
vamente, para las inclinaciones dadas por 


tan 20, = == (3.34a) 
+ 


tan20, = ——. (3.34b) 


Sustituyendo las relaciones trigonométricas mostradas en la figura 3.13 en (3.16a), encon- 
tramos las deformaciones principales máximas y mínimas, que están dadas por 


(3.354) 


(3.35b) 


donde se observa que (€1),, > (£2),,» ya que el radicando de las expresiones anteriores 
siempre es no negativo. Reemplazando de nuevo las relaciones trigonométricas mostra- 
das en la figura 3.13 en (3.16c) observamos que en la dirección de las inclinaciones prin- 
cipales la deformación angular del elemento es cero, en otras palabras, 2€ y,” = y yr y, = 0. 

Teniendo en cuenta que las ecuaciones (2.30) y (2.31) y las ecuaciones (3.16a) y (3.16c) 
son prácticamente iguales, si se hacen las sustituciones €, <> 0y, Ey *> Uy, Exy > Tay 


Ex! > On Y Ex y > Tn, hubiéramos encontrado los mismos resultados. De hecho, es 
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3. ESTUDIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y LAS PEQUEÑAS DEFORMACIONES 


4 sin 20, = + 
A Cs cos 20, = 2 
. SN 15 
20, := 20, +180* * y sl 
5 2 
pa =2) 2 
R= ( 7 + Ey 


¡ = - 
A sin 20, = - 
2 
Y 
_ _Ex£y 
cos 20), = -= 


Figura 3.13. Cálculo de sin 201, cos 26, sin 20) y cos 20». Estas relaciones trigonométricas 
se obtuvieron teniendo en cuenta que tan 20, y tan 20) están dadas por la ecuación (3.34). 


posible desarrollar también una teoría del círculo de Mohr para las deformaciones, tal y 
como se ilustra en la figura (3.14). Dicha comparación de fórmulas y el desarrollo de la 
teoría del círculo de Mohr para deformaciones se deja al lector como ejercicio. 


Ejemplo 3.4. Cálculo de las deformaciones principales 


Determine las deformaciones principales para la roseta analizada en el ejemplo 3.1. 


Solución 


Al reemplazar (3.26) en las ecuaciones (3.35), se deduce que las deformaciones principa- 
les para el ejemplo 3.1 valen 


EXTE 1 

(E), = 2 > = + ¿V (Ea =50)P+ (Les =€1=€0)* 
ETE 1 

ela 2 > = - 2V (Es =E0)*+ (268 =81=E0)% 


por otro lado, la igualdad 


Ze DB =€A =€€ 
tan 20, = == 
€a 7 €c 
se utiliza como base para calcular el ángulo para el cual se manifiestan las deformaciones 
longitudinales máximas mediante la función atan2 (ver sección 2.9.3). Las deformacio- 


nes longitudinales mínimas se encuentran para la inclinación 0, := 0, + 90". 
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3.6. DEFORMACIONES PRINCIPALES 


3.6.2. Expresión de las deformaciones principales utilizando valores y 
vectores propios 


Como se dijo al principio de esta sección, se desea calcular la dirección para la cual se 
producen las deformaciones longitudinales máximas y mínimas. Cuando se tiene un 
cambio de base, podemos establecer las deformaciones longitudinales en la dirección 
dada por el vector ñ := [a, f, y]” utilizando la ecuación (3.20), que transcribimos a 
continuación: 


gala, B, y) = exa? + E,B? + ey? + 2e,yafB + 2e ¿By + 2€,¿. (3.20) 


Se quieren encontrar los valores de a, $ y y que maximizan y minimizan dicha 
deformación longitudinal e,-, teniendo en cuenta que se debe cumplir la restricción 
a? + 8? + y? = 1. Dado que este es un problema de optimización con restricciones de 
igualdad (ver apéndice A.8), es necesario formular la siguiente función lagrangiana: 


L(a, B, y, €n) = €Ex0 + €,B? + e¿y? + 2e,y0fB + 2€ ¿By + 2€1¿0Y + En (1 - a? - f?- y?) ] 


Punto O: 
(5.0 


Figura 3.14. Círculo de Mohr en dos dimensiones para el estado de deformación plana. El 
círculo de Mohr es el conjunto de todos los puntos (e,-(0), £x1y-(0)) que aparecen al 
variar el parámetro 0 en el intervalo [0,180?). Aquí e,-(0) y ex. (0) están descritos, 

respectivamente, por las ecuaciones (3.16a) y (3.16c). El centro de esta circunferencia es 


(E, 0) y su radio es y/ (27 + e2,. El ángulo 4 AOB se utiliza para determinar la 
inclinación 0, del plano principal donde se produce la deformación longitudinal máxima. 
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siendo e, el multiplicador de Lagrange asociado (las razones del porqué se escogió el 
nombre de dicha variable se entenderán más adelante). A continuación, calculamos las 
derivadas del lagrangiano L con respecto a a, f, y y €, y las igualamos a cero: 


Mabe) =0 == EXA + ExyB + Ex2Y = Ena 

a 

a =() = ExyA + eb e EnP 

Mayen) =0 = iii id 
y 

L > > »en 

ABRE - o —= ac ++ y? =1, 


obteniendo a partir de las primeras tres ecuaciones el siguiente problema de valores y 
vectores propios: 


E AA a 
Exy €y €yx||PBl=en| Bl» 
Exz €yz  €z Y Y 


y de la cuarta ecuación la condición de que el vector ñ = [a, f, y]” debe ser unitario. 
Si hubiéramos analizado este problema en el caso bidimensional, se tendría el siguiente 
sistema de ecuaciones lineales: 


Exy €y AB 


siendo [a, fB]” un vector unitario. En ambos casos, dichos sistemas de ecuaciones se 
pueden expresar como el problema de valores y vectores propios 


Eñ = Enf. 

Una interpretación alternativa de dicho problema de valores y vectores propios se 
puede dar a continuación: según se estudió en la sección 3.5 y con referencia a la figu- 
ra 3.10, el vector 0 = gAC describe la dirección de deformación del elemento. Una 
pregunta necesaria es para cuál dirección del vector AC existe una deformación tal que 
el vector aca no cambie de dirección (no rote), es decir, £AC = €, AC o simplemente 


eñ = ef; aquí la variable e, (sin negrilla) representa la magnitud del vector AC para la 
cual esta igualdad se cumple. Se observa que dicho problema es uno de valores y vectores 
propios y así, procediendo de igual modo que se hizo en la sección 2.8, se puede deducir 
que el polinomio característico de la matriz e es en el caso bidimensional: 


2 2 

En = (Es + ey) En + Ex€y — Ez y =0, 

siendo las raíces de dicho polinomio las ecuaciones (3.35). Por otro lado, los vectores 
propios asociados a (€1),,, y a (£2),, determinan las direcciones de inclinación de las de- 
formaciones principales; estos vectores propios se relacionan con el ángulo 0 calculado 
a partir de (3.34) de forma análoga a como se hizo con la ecuación (2.65). 
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En el caso tridimensional, el polinomio característico tiene la forma: 
== e 0 (3.36) 
donde 


ex= If i= e, +ey+e,=tr(g) (3.374) 


1 
VA 5 ((tr(£))? -tr(€2))  (3.37b) 


xy xz 


2 2 
TÍ i= ExEyEg + ZExyExcE yz — ExEy2 — EyEzz — EsExy =det(£) (3.370) 


son los llamados invariantes de deformación. En particular, el invariante de deformación 
If es la llamada dilatación cúbica e que describiremos en la sección 4.5. 

Las raíces del polinomio característico (3.36), que llamaremos e, e, y €3, Son conoci- 
das como las deformaciones principales (principal strains en inglés) y de forma análoga 
al caso de esfuerzos e, y ez representan, respectivamente, las deformaciones principales 
máximas y mínimas que se dan en el punto analizado. Estos valores son números reales, 
los cuales se organizan generalmente de mayor a menor, O sea, €; > €, > €3; COMO €], €, Y 
ez son las raíces del polinomio característico (3.36), tenemos que 


(en — €1) (En — €2) (En — €3) =0. 


Siguiendo un procedimiento similar al realizado en la sección 2.8.4 es posible de- 
mostrar que los vectores propios de la matriz de deformación e, a saber: A, ñ, y ñ3, son 
ortogonales. Dichos vectores propios nos indican las direcciones principales de deforma- 
ción (directions of principal strain en inglés). 

Finalmente, es posible demostrar que el valor máximo de la deformación angular 
matemática (3.21) está dado por 


€ =:E3 
(ei) e > 
máx 2 


y se presenta en el plano bisector del ángulo que forman los vectores +A, y +%13, es decir, 


la deformación angular máxima se presenta en el plano ortogonal a los vectores ¡¿=5¿7 
ñi+ñ 
Y Tiiceña] 


3.7. Ejercicios propuestos 


1. Demuestre que e = 0 en todos los puntos del sólido es una condición necesaria y 
suficiente para que exista desplazamiento rígido en ese sólido. 


Usando como referencia la figura 3.7 y a partir del siguiente programa de 
Maxima: 
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/* Se especifica la dependencia funcional u(x,y) y v(Xx,y) */ 
depends([u,v], [x,y1)5 


/* Se especifica que ex = du/dx y ey = dv/dy */ 
gradef(u, x, ex)$ 
gradef(v, y, ey)$ 


/* Diferenciales dx y dy en función de ds y el ángulo tx/ 
dx : ds*cos(t)$ 
dy : ds*sin(t)$ 


/* Se definen las coordenadas de los puntos */ 

Apx : Xx + u(x,y)$ 

Apy : y + v(x,y)$ 

Cpx : x + dx + u(x,y) + diff(u,x)*dx + diff(u, y)*dy$ 
Cpy : y + dy + v(x,y) + diff(v,x)x*dx + diff (v, y)*dy$ 


/* Proyecciones de ApCp en los ejes x y y */ 
ApCp_-x: Cpx - Apx$ 
ApCp_y: Cpy - Apy$ 


/* Deformación longitudinal "ex'(t)" es igual a "es" x/ 
solve(((1+es)*ds)?2 = ApCp_x"2 + ApCp_y?2, es?2); 


teniendo en cuenta que e. (0) = e,, y que los cuadrados y los productos de las 
A A du, dv - us 
deformaciones £x, £y, €s y las derivadas 3, y 7, son muy pequeñas en comparación 


con el resto de los términos, deduzca la ecuación (3.24a). 


. Deduzca una expresión para estimar las deformaciones €, €, y Py a partir de las 
mediciones hechas con la roseta de deformaciones mostrada en la figura 3.15. ¿Qué 
expresiones se deben utilizar para calcular las deformaciones máximas y mínimas 
con esta roseta? ¿En qué ángulo de inclinación se presentan las deformaciones 


longitudinales y angulares máximas? 


1209 


Figura 3.15. Roseta referida en el ejercicio propuesto 3. de la sección 3.7. 
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4. Compare las ecuaciones (2.30) y (2.31) con (3.16a) y (3.16c), respectivamente, ha- 
ciendo las sustituciones E, <> Oy, €y > Oy, Exy * Txy, Ex! > Op Y Ex! > Tp. ¿Qué 
ha observado? 


5. Graficar de nuevo la figura 3.10 siguiendo la secuencia de desplazamientos descri- 
tos en la figura 3.12. 


6. Graficar de nuevo la figura 3.12 siguiendo la secuencia de desplazamientos descri- 
tos en la figura 3.10. 


7. Deduzca las ecuaciones (3.35). 


8. Las deformaciones también se pueden estudiar utilizando la teoría del círculo de 
Mohr. Desarrolle la formulación respectiva para el caso bidimensional. Pista: uti- 
lice lo visto en el capítulo 2 cuando se estudió el círculo de Mohr para analizar la 
naturaleza de los esfuerzos. 


9. Para las siguientes combinaciones de deformaciones (y a partir de los resultados 
obtenidos en el punto anterior): 
e EL =+1x 10%, €, = +2 x 10%, yz, = +3 x 10. 
e E =+1x 10%, e, = 42 x 10%, y, = -3 x 107*, 
e El =+1x 10% e, = -2x 10%, y, = +3 x 1071. 
«Ey =+1x10% 8, = =2x10%, yo -=3x 105, 
e Ey =-1x 10%, Ey = +2 x 10%, Yxy = +3 x 1074, 
e Ey =-1x 10% e, = +2 x 10%, y,y =-3 x 1071. 
eE =-1x 10% €, = 210%, yyy = +3 10%. 
e Ey =-1x 10%, ey = -2x 10%, yy = -3 x 107*. 


Haga lo siguiente: 


+ Ubique las deformaciones y los planos principales donde se producen las 
deformaciones longitudinales máximas y mínimas; asimismo, calcule la de- 
formación angular máxima y ubique el plano en el cual se produce. 


+ Grafique el círculo de Mohr correspondiente. 


» Verifique los resultados anteriores utilizando los valores y vectores propios 
de la matriz de deformación. 


10. Suponga que las deformaciones en un punto dado son: e, = 1x107*, e, = -3x107*, 
Eg = 5 x107% yyy = 2x 10%, yy, = 0, Py = 7 x 107*, Encuentre la dirección 
y magnitud de las deformaciones longitudinales máximas y mínimas. Encuentre 
a su vez los planos donde ocurren las deformaciones angulares máximas: ¿qué 
magnitud tienen estas? Resuelva este problema manualmente y utilizando Matlab 
y Maxima. 


11. 


10. 


. Demuestre que, en el caso bidimensional y con referencia a la figura 3.3, w, 


3. ESTUDIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y LAS PEQUEÑAS DEFORMACIONES 


Represente las condiciones de deformación del problema anterior con respecto 
a la base dada por los vectores ortonormales €, = [-0.693, -0.322, -0.645]", 
e, = [-0.219, -0.759, 0.614]" y €, = [-0.687, 0.567, 0.455)”. Verifique que en 
realidad dicha base sea ortonormal. 


. Demuestre a partir de las ecuaciones (3.16) que ey (0) = €. (z + 9). 
. Deduzca los invariantes de deformación (3.37). 


. Calcule y grafique el rotacional asociado al campo vectorial [10(y — x), 28x — 


xz, Ez +5y]”. 


= MP2 
==. 


Preguntas de control de lectura 


. ¿Está claro que el desplazamiento describe el cambio de posición relativa de un 


punto con respecto a un sistema de coordenadas y que la deformación describe 
cambios de forma de un diferencial de sólido? 


. ¿Por qué los límites utilizados en la sección 3.2 se aplican de modo tal que ABCD 


tienda al punto A (posición inicial) y no al punto A” (posición final)? 


. Explique por qué las fórmulas (3.12) son válidas únicamente para pequeñas defor- 


maciones. ¿En qué puntos específicos de la demostración del valor de e,., £, Y Yxy 
se está considerando que las deformaciones de la estructura deben ser pequeñas? 


. ¿Qué significa la cantidad yy desde un punto de vista geométrico? ¿Puede demos- 


Ati - ww 
trar matematicamente que yyz = a 


. ¿Cómo se podrían entender los ángulos y. y yy»? En este caso, ¿cuál es el análogo 


de los ángulos y; y y2? 


. Explique qué son las componentes w,, w, y w, del rotacional del campo vectorial 


de desplazamientos u(x, y,z). 


. ¿Por qué en los ejercicios 3.1 y 3.3 se utilizan únicamente las ecuaciones (3.16a) y 


(3.24a) y no las ecuaciones (3.16b), (3.16c), (3.24b) y (3.24c) en los cálculos? 


. ¿Por qué es preferible trabajar con las deformaciones angulares matemáticas £,, 


que con las deformaciones angulares ingenieriles y, y? 


. ¿Qué es una roseta de deformación? 


En el caso de las rotaciones, ¿cómo podríamos formular el caso bidimensional 
como uno tridimensional, para hacer uso de la teoría del rotacional? 
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11. ¿Por qué cuando se presenta una deformación esta siempre está relacionada con 
un desplazamiento y, en cambio, cuando se presenta un desplazamiento no nece- 
sariamente debe haber una deformación? 


12. Explique minuciosamente el papel que desempeña el rotacional del campo vecto- 
rial de desplazamientos en la descripción de la rotación de un punto del sólido 
cuando este se deforma. 


13. Explique qué es el desplazamiento y la rotación rígida. 


CAPÍTULO 


Relaciones entre los esfuerzos y las 
deformaciones 


Hasta el momento, todas las formulaciones que hemos deducido en los capítulos 2 y 3 
han considerado únicamente factores geométricos y se ha aplicado equilibrio estático 
de fuerzas. Por lo tanto, las ecuaciones derivadas anteriormente son aplicables para cual- 
quier tipo de material. 

En términos generales, la deformación de un sólido cuando se le aplican unos esfuer- 
zos depende de la velocidad con la que estos se imponen, de la historia de carga, de la 
temperatura y de las propiedades del material. Aquellos modelos matemáticos que rela- 
cionan los esfuerzos y las deformaciones, teniendo en cuenta las variables mencionadas, 
se conocen en la literatura como los modelos constitutivos del material. El estudio de los 
modelos constitutivos es una de las ramas más interesantes y desafiantes de la mecánica 
de sólidos por su complejidad y la importancia de formulaciones precisas para la inge- 
niería. De hecho, existe una infinidad de modelos constitutivos que modelan materiales 
tan disímiles como el tejido muscular, los diferentes metales, el suelo, el concreto o el 
asfalto; adicionalmente, debido a la complejidad inherente, muchos de estos modelos 
tienen una base netamente empírica, sustentada en la evidencia experimental. 

A continuación, analizaremos el modelo constitutivo de los llamados sólidos con 
comportamiento elástico lineal, no solo por su simpleza matemática, sino porque tam- 
bién permite modelar una gran cantidad de casos prácticos; asumiremos, adicionalmen- 
te, que la velocidad de aplicación de la carga en el ensayo de carga-desplazamiento no 
tiene ningún efecto en dicha relación elástica lineal. 


4, RELACIONES ENTRE LOS ESFUERZOS Y LAS DEFORMACIONES 


4.1. Materiales frágiles y materiales dúctiles 


Antes de dar inicio a la discusión, es importante diferenciar entre los materiales frágiles 
y los materiales dúctiles. Un material frágil es aquel que no tiene deformación plástica 
y en su curva esfuerzo-deformación la deformación es prácticamente nula una vez se 
alcanza su esfuerzo máximo a tracción; en este caso, el material falla de manera abrupta, 
sin señal alguna de que está cercana la rotura. Ejemplos de este tipo de material son: 
las rocas, el vidrio y el concreto. Por otro lado, un material es dúctil cuando se deforma 
notablemente una vez se alcanza el llamado esfuerzo de fluencia. Un ejemplo de este tipo 
de material es el acero dulce (mild steel en inglés). En la figura 4.1 se presentan curvas 
típicas para estos tipos de material. 


4.2. Comportamiento elástico y plástico de los materiales 
dúctiles 


A continuación, analizaremos con cierto detalle el comportamiento elasto-plástico de 
los materiales dúctiles. Como se estudió en el curso de Resistencia de Materiales, los 
diagramas de esfuerzo-deformación longitudinal reflejan el comportamiento de los di- 
ferentes materiales cuando se ensayan a tracción o a compresión. Sobre dicho diagrama 
(figura 4.2) especificaremos varios puntos, entre los cuales están: el límite de proporcio- 
nalidad (punto A), el límite elástico o límite de elasticidad (punto B), el punto de fluencia 
(punto E), el punto de esfuerzo último (punto H) y el punto de rotura (puntos J y J') y 
dos curvas de descarga-carga CDC y FGF. 

Supongamos inicialmente que, cuando a un alambre o barra de acero dulce se le 
aplica una carga a tracción a una velocidad extremadamente lenta, su esfuerzo y defor- 
mación varían desde el punto O hasta el punto B; luego en el proceso de descarga, si el 


== Material frágil 
Material dúctil 


Figura 4.1. Curvas esfuerzo-deformación para materiales dúctiles y frágiles. 
Mientras que un material dúctil presenta grandes deformaciones antes de 
romperse, un material frágil presenta pequeñas deformaciones antes de la falla. 
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Rango Rango Esfuerzo 
elástico plástico verdadero 


Ox 


ll 


: A: límite de ¿ 
¿proporcionalidad 


: B: límite elástico 

: E: punto de fluencia 
 H: esfuerzo último 
J, J': punto de rotura 


iS. _e 


:histerético 


O D I 
HH 
ER ETA 
Deformación Recuperación  Endurecimiento Estricción 
residual elástica por deformación 


Figura 4.2. Ejemplo típico de la curva esfuerzo-deformación para un 
esfuerzo uniaxial de tracción en un material dúctil con comportamiento 
elasto-plástico. El comportamiento es elástico lineal para pequeñas 
deformaciones (tramo OA) y presenta plasticidad a partir del punto B. 


material sigue exactamente la misma curva y regresa al origen O, decimos que este tiene 
un comportamiento elástico. Observe que la curva esfuerzo-deformación no necesaria- 
mente debe ser lineal de O a B para que el material sea elástico. Sin embargo, cuando 
en el tramo OB existe un subtramo (el tramo OA), para el cual existe una relación de 
linealidad entre los esfuerzos y las deformaciones, se dice que el comportamiento del 


sólido en el tramo OA es elástico lineal. 
Si asumimos ahora que el mismo material se carga hasta un valor mayor, de modo 


que se alcanza el punto C en la curva esfuerzo-deformación, al descargarlo el material 
sigue la trayectoria CD en el diagrama. Cuando se llega al punto D, la carga se ha re- 
movido por completo, pero en el material queda una deformación plástica, permanente 
o residual, representada por la línea OD. De la deformación total Ol, el tramo DI repre- 
senta la recuperación elástica del material. De este modo, para cualquier punto sobre la 
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curva esfuerzo-deformación que está más allá del punto B, se dice que el material presen- 
ta un comportamiento plástico. Desde este punto de vista, el límite elástico de un material 
representa el esfuerzo máximo que este puede soportar sin sufrir deformaciones perma- 
nentes. 

Por otro lado, el punto de fluencia (punto E) representa aquella condición de esfuerzo 
en el material a partir de la cual este se deforma sin un aumento apreciable de la carga 
aplicada; a dicho esfuerzo se le denota generalmente como el esfuerzo de fluencia 0, O f,, 
donde el subíndice y viene de la palabra inglesa yield, que significa fluencia. 

Para el punto H, por su parte, el material presenta su esfuerzo máximo a tracción 
que puede resistir y que se conoce como esfuerzo último. Cerca de este punto, empieza a 
aparecer una estricción (necking en inglés), adelgazamiento, estrechamiento o encuella- 
miento en el espécimen; esta estricción es propia de los materiales dúctiles. Si se utiliza el 
área transversal inicial de la muestra se obtienen los llamados esfuerzos nominales (cur- 
va HJ) y, si se emplea el área reducida por el cuello, resulta la curva HJ', que representa 
los esfuerzos reales o esfuerzos verdaderos. Finalmente, el punto de rotura (puntos ] y J”) 
representa el esfuerzo para el cual falla el espécimen. 

Es de notar que, en el caso del acero estructural, el límite de proporcionalidad (4), el 
límite elástico (B) y el punto de fluencia (E) se encuentran muy cercanos entre sí, por lo 
que en la práctica se suponen iguales. El esfuerzo correspondiente a este punto se asocia 
al f, del acero. 

Con respecto a las curvas de descarga-carga CDC y FGF, observe que estas forman 
un ciclo conocido como ciclo de histéresis (hysteresis loop en inglés). El área bajo el ciclo 
de histéresis se asocia a la energía disipada por el material (por ejemplo, en forma de ca- 
lor). Tenga en cuenta que las flechas indican la dirección de descarga y carga: estas no se 
pueden graficar en el sentido contrario, ya que en este caso la energía disipada sería nega- 
tiva, lo cual es físicamente imposible (en otras palabras, se violaría el llamado postulado 
de estabilidad de Drucker).”” Adicionalmente, para los materiales dúctiles dicho ciclo de 
histéresis es usualmente muy estrecho, por lo que en muchas ocasiones se ignora. 

Si en cualquier punto del tramo DC (o GF) se reversa la carga, empezará un proceso 
de descarga por la misma curva hasta que se alcanza de nuevo el punto D (o G); por 
lo tanto, el tramo DC (GF) es también elástico. En particular, la curva FGF comienza 
la fluencia cuando se alcanza de nuevo la curva original de esfuerzo-deformación en el 
punto F. Observe, por consiguiente, que ese proceso de descarga-carga producirá un 
nuevo punto de fluencia cuyo valor es mayor o igual que el de f,. Este efecto, el cual 
sucede en el tramo EH, se conoce como endurecimiento por deformación, endurecimiento 
en frío (o como work hardening en inglés). Durante este proceso, el material cambia en 
su estructura atómica, lo que origina un incremento en el punto de fluencia del material, 
aunque este pierde ductilidad al hacerse más frágil. 

Tenga presente que, cuando un material ha entrado en fluencia y luego se descarga, 
no existe una relación uno a uno entre los esfuerzos y las deformaciones (como sí sucede 


22 Para estudiar este concepto a fondo, se remite al lector a la literatura sobre la teoría de la plasticidad, 


como Fung et al. (2017). 
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Rp0.2% 


Figura 4.3. Determinación del esfuerzo de fluencia mediante 
el método de la compensación. Este método se emplea en 
materiales cuyo punto de fluencia no está claramente definido. 


en el rango elástico), ya que para un mismo esfuerzo pueden existir varias deformaciones 
asociadas, tal y como se observa en la figura 4.2. Desde este punto de vista, para conocer 
el estado final de deformaciones de un sólido que ha entrado en fluencia, es necesario 
conocer la historia de carga del material. 

Por último, es conveniente mencionar que existen materiales dúctiles que tienen 
curvas esfuerzo-deformación muy diferentes a las mostradas aquí, para las cuales no 
es clara la ubicación del punto de fluencia y su correspondiente esfuerzo f,; ejemplos 
de dichos materiales son: el aluminio, el magnesio, el plomo, el cobre, el titanio, entre 
otros. En estos casos, es necesario emplear el llamado método de la compensación o mé- 
todo del corrimiento (of]set method en inglés) para determinar dicho punto. El método 
está avalado por la American Society for Testing and Materials (ASTM), mediante su nor- 
ma ASTM A370 y procede así: se dibuja una línea paralela a la porción recta de la curva 
esfuerzo-deformación para una deformación de 0.002 = 0.2%, tal y como se ilustra en la 
figura 4.3. Esta línea cortará la curva en un solo punto y el esfuerzo asociado a ese punto 
es lo que llamamos el esfuerzo de fluencia aparente. En este caso, el esfuerzo de fluencia 
aparente debe reportarse, por ejemplo, de la siguiente forma: 


f, (para una deformación compensada de 0.002) = R;o.2% = 360 MPa. 


Debe tenerse en cuenta que 0.002 es el valor de la deformación usualmente empleado; 
sin embargo, otros valores de la deformación pueden ser usados: todo depende del tipo 
de material. 


hu 
(95) 
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4.3. Laley de Hooke y los módulos de Young y Poisson 


De manera experimental, se puede observar que algunos sólidos elásticos, al ser someti- 
dos a esfuerzos normales en una dirección dada, se deforman en la misma dirección en 
forma proporcional a la magnitud de las cargas que le son aplicadas; este comportamien- 
to se presenta prácticamente en el tramo OA, tal y como se discutió en la sección 4.2 con 
referencia a la figura 4.2. De este modo, si el elemento es sometido a un esfuerzo de trac- 
ción (o compresión) en la componente x, este se estira (o contrae) en la misma dirección. 
Esta relación está expresada por la ley de Hooke, nombrada así en homenaje al científico 
británico Robert Hooke (1635-1703).% Esta ley relaciona los esfuerzos normales 0, y las 
deformaciones longitudinales e,, por medio de la expresión 


0, = Eex; 


aquí la constante de proporcionalidad E se conoce como el módulo de elasticidad (elastic 
modulus/modulus of elasticity en inglés) o el módulo de Young (Youngs modulus en in- 
glés), llamado en honor al científico y egiptólogo británico Thomas Young (1773-1829), 
quien lo propuso en 1807 en su trabajo Lectures on Natural Philosophy and the Mechani- 
cal Arts. Esta constante indica qué tan rígido es un material, es decir, cuál es la oposición 
que ofrece al ser estirado/contraído; este valor es positivo, pero finito, y corresponde a 
la pendiente de la línea OA, además, se asume que es igual para materiales en estado de 
tracción o de compresión, ya que este es el caso en la mayoría de los materiales de uso in- 
genieril. Cuando el comportamiento de un sólido elástico sigue la ley de Hooke, se dice 
que el sólido tiene un comportamiento elástico lineal. Observe que el módulo de Young 
es una propiedad fundamental en la caracterización de materiales elásticos lineales. 

Se puede observar también que cuando el elemento es sometido a esfuerzos 0, de 
tracción o de compresión, este no solo se deforma longitudinalmente, sino que también 
experimenta unas contracciones o dilataciones laterales proporcionales al esfuerzo 0;, 
como se aprecia en la figura 4.4. Este fenómeno se conoce como el efecto de Poisson 
(Poisson's effect en inglés), en honor al matemático y físico francés Siméon Denis Pois- 
son (1781-1840). No obstante, este efecto fue primeramente descrito por Thomas Young 
(1807, p. 136): “We may easily observe, that if we compress a piece of elastic gum in any 
direction, it extends itself in other directions; and if we extend it in length, its breadth 
and thickness are diminished”. Teniendo en cuenta la convención usada, donde los esti- 
ramientos y los esfuerzos de tracción están asociados a cantidades positivas, así como 
las contracciones y los esfuerzos de compresión están asociados a valores negativos, te- 
nemos que las deformaciones laterales en las direcciones y y z para un material isótropo 
están dadas por 


Ey = —VEsz Ez = —VEs. (4.1) 


Tenga en cuenta que la ley de Hooke de la que hablaremos en este capítulo es mucho más general que 
aquella propuesta por Robert Hooke en 1676. Hooke analizó resortes en vez de cuerpos tridimensio- 
nales y simplemente estableció que la fuerza necesaria para deformar el resorte es una función lineal 
de la elongación. 
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Figura 4.4. Deformación de un diferencial de sólido sometido a la contracción 
lateral que se produce por el efecto de Poisson. Si sobre el cuerpo de la figura se 
aplica una fuerza de tracción en componente x, ocurre un alargamiento 
relativo (deformación longitudinal) e, en esa dirección y un acortamiento, 
encogimiento o contracción relativa e, y ez en las dos direcciones transversales. 


Por lo tanto, 


Ox Ox 
y A 
donde v se conoce como el coeficiente de Poisson (Poissons ratio en inglés). Poisson pro- 
puso el coeficiente v en 1827 y estableció que v = 0.25 para todos los materiales; sin 
embargo, estudios posteriores demostraron que dicho resultado era incorrecto. De he- 
cho, demostraremos en las secciones 4.3.2 y 4.7 que -1 < v < 0.5. El signo negativo en 
las ecuaciones (4.1) se incluyó para tener en cuenta la contracción del material en las 
direcciones y y z a medida que se alarga en la dirección x. 
De lo anterior se deduce que el coeficiente de Poisson expresa una relación entre las 
deformaciones transversales y longitudinales. En otras palabras, 


Etransversal 


> 
longitudinal 


el cual lleva implícito el signo negativo, ya que para la mayoría de los materiales de uso 
ingenieril se observa experimentalmente que al aplicar una deformación sobre un sóli- 
do el resultado será la contracción de un lado y la expansión del otro. Debe tenerse en 
cuenta que el coeficiente de Poisson depende principalmente de las posiciones espaciales 
relativas de las moléculas que conforman el material. 

En la tabla 4.1 se presentan los módulos de Young y el coeficiente de Poisson para 
varios materiales. Observe que existen materiales que tienen un coeficiente de Poisson 
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negativo como, por ejemplo, los materiales augéticos (auxetic materials en inglés);* se 
recomienda al lector buscar en Internet videos que ilustren el comportamiento de este 
tipo de materiales. Se puede observar experimentalmente que, dentro del intervalo elás- 
tico de los materiales isótropos, los parámetros E y v son constantes tanto en tracción 
como en compresión, y que los esfuerzos normales no producen deformación angular 
alguna en el elemento. 


Tabla 4.1. Módulos de Young y coeficientes de Poisson para diferentes materiales 


Modulo de Coeficiente 


Mel Young (GPa) E de Poisson v 
Acero 200 0.27 - 0.30 
Aluminio 68 0.32 - 0.35 
Arcilla saturada 4-20 0.40 — 0.499 
Caucho 0.01 — 0.1 0,499 
Concreto 21.5 - 39 0.20 
Corcho 0.032 0 
Material augético negativo 
Nanotubos de carbono 1000 - 5000 0.2 - 0.06 


Finalmente, debe tenerse en cuenta que tanto el módulo de Young como el esfuerzo 
de fluencia de los diferentes materiales varían con la temperatura, ya que cuando esta au- 
menta, la longitud entre los enlaces interatómicos se incrementa, disminuyendo de este 
modo la fuerza que mantiene los átomos juntos y, en consecuencia, se reducen el módu- 
lo de Young y el esfuerzo de fluencia. Por otro lado, el coeficiente de Poisson depende 
principalmente de las posiciones relativas de las moléculas que conforman el material; 
por lo tanto, si la temperatura hace que la estructura interna del material cambie, el coefi- 
ciente de Poisson también variará (este podría aumentar, mantenerse igual o disminuir 
dependiendo del tipo de material). 


4.3.1. Deformación de un sólido sometido a esfuerzos normales en las 
direcciones x, y y z 


Considere un elemento hecho de un material lineal, elástico e isótropo y que está someti- 
do únicamente a la acción de las tensiones normales 0,, 0, y 0,, las cuales se distribuyen 
uniformemente sobre sus caras. Si el elemento se somete solamente a la acción del es- 
fuerzo 0, entonces, según lo explicado en la sección 4.3, la deformación del elemento en 
las direcciones x, y y z está dada por 

_ Ox Ox Ox 


Ey = E Ey = 15 Es = 15" (4.2a) 


9 Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Auxetics. 
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Tabla 4.2. Deformaciones longitudinales producidas por los diferentes esfuerzos 


Deformación Producida Producida Producida Producida conjunta- 


longitudinal por 0, por o, por o, mente por 0,, O, Y 0, 
Es E 17 y Elo-v(0,+0.)) 
Ey -vE E -vE 2 (0, -— v(o, + 0,)) 
LA avaro) 


Nota. Estas deformaciones longitudinales se suman en cada dirección (esto 
es, en cada fila) por virtud del principio de superposición, tal y como se 
indica en la figura 4.5, para producir la deformación elástica total. 


Supongamos ahora que el elemento está sometido únicamente a un esfuerzo g,; en este 
caso, sus deformaciones serán, respectivamente: 
07 ON 


O 
Ex = 15 ye E, = Na (4.2b) 


análogamente, si el único esfuerzo es 0,, 


Oz Oz Oz 
Ex = 1 Ey = 17 EL= ]+ 

E si E E 
Estas relaciones se resumen en la tabla 4.2. Si superponemos” las deformaciones elás- 
ticas producidas por cada una de las tres tensiones, es decir, si agregamos las contribu- 


ciones dadas por las ecuaciones (4.2), tendremos: 


(4.2c) 


(4.3a) 
(4.3b) 


(4.3c) 


lo que representa la deformación longitudinal total del elemento en las direcciones x, y 
y z ante la acción conjunta de los esfuerzos 0, 0, y 0. En este caso, al aplicar el principio 
de superposición, se está utilizando la configuración original del elemento y no aquella 
deformada que adopta al aplicar las cargas secuencialmente (figura 4.5). 


62 Usaremos el principio de superposición para calcular las tensiones y deformaciones totales produci- 


das por varias fuerzas. El principio de superposición dice que, para un sistema lineal, la respuesta neta, 
para una posición y tiempo dados, causada por dos o más estímulos, es la suma de las respuestas que 
ocasionan cada uno de los estímulos individualmente. De este modo, para un tiempo y posición 
dados, si la entrada A produce la respuesta X y si la entrada B ocasiona la respuesta Y, entonces 
la entrada A + B causa la respuesta X + Y. Este principio lo veremos con mayor profundidad en la 
sección 5.10. 
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9y 


Ox 0% 


9y 


Figura 4.5. Al utilizar el principio de superposición, se asume implícitamente que la 
acción conjunta de los esfuerzos en un sólido tridimensional se puede analizar 
como la suma de los efectos producidos individualmente por cada uno de los 
esfuerzos aplicados en las direcciones x, y y z sobre el sólido en consideración. 


Flexión Compresión 


+5 


Desplazamiento vertical erróneo que asume el principio de superposición 
—-——- Desplazamiento vertical verdadero 


eonornenenoe Posición inicial de la viga 


Figura 4.6. Barra esbelta sometida a flexocompresión. El principio de 
superposición asumiría erróneamente que la barra no se pandea, por lo 
que estimaría unos desplazamientos verticales inferiores a los verdaderos. 
En realidad la carga vertical incrementa aún más el pandeo de la barra 
inducida por la carga axial. Por esta razón, no es posible utilizar el principio 
de superposición en elementos esbeltos sometidos a flexocompresión. 


El uso del principio de superposición es legítimo siempre y cuando las deformacio- 
nes y los desplazamientos sean pequeños; adicionalmente, dichos desplazamientos no 
deben afectar sustancialmente la acción de las fuerzas exteriores. En tales casos, des- 
preciaremos los pequeños cambios de las dimensiones de los cuerpos deformados y los 
pequeños desplazamientos de los puntos de aplicación de las fuerzas exteriores, basando 
nuestros cálculos en las dimensiones y forma inicial del cuerpo. Tenga presente que no 
siempre se pueden despreciar las deformaciones pequeñas; suponga, por ejemplo, una 
barra esbelta sometida a cargas verticales y fuerzas axiales de compresión; en este caso, 
ambas acciones estarán contribuyendo al pandeo de la barra y de esta manera se puede 
demostrar matemáticamente (ver, por ejemplo, Álvarez-Marín [2023b])) que la deforma- 
ción lateral de la barra no es una función lineal de las fuerzas y no puede ser obtenida 
por simple superposición (figura 4.6). 
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4.3.2. Deformación de un sólido sometido a esfuerzos tangenciales 


Considere un cuadrado, cuyo lado tiene una longitud L, hecho de un material lineal, 
elástico e isótropo y que está sometido a los esfuerzos 0, = —T, 0, = T, Tyy =0 y 0,=0, 
tal y como se ilustra en la figura 4.7a. Al hacer el diagrama de cuerpo libre del triángulo 
sombreado (figura 4.7b), se observa que sobre la diagonal del triángulo actúan un esfuer- 
zo normal o, y un esfuerzo cortante T,. Al reemplazar en las ecuaciones (2.30) y (2.31) 
el ángulo O = 45": 

E 

+ 
2 
Tn( 45%) = Ocos(2 x 45”) — 


On(45”) = 


cos(2 x 45%) + Osin(2 x 45%) =0 


=1= 


sin(2 x 45”) =E 


encontramos que sobre la diagonal no actúan esfuerzos normales, ya que 0, = 0 y solo 
existen esfuerzos cortantes T,, = T. Extrapolando este resultado, se puede decir que el cua- 
drado rojo punteado de la figura 4.7a está únicamente sometido a los esfuerzos cortantes 
que se muestran en la figura 4.7c, o sea, dicho cuadrado está sujeto a una condición de 
esfuerzo cortante puro 7. 

Por otro lado, podemos calcular las deformaciones a las que está sometido el cuadra- 
do de la figura 4.7a. A partir de las ecuaciones (4.3a) y (4.3b), teniendo en cuenta que 
0, = Ty 0, = T, se deduce que 


x 


__T(1+v) _ T(1 + v) 


4.4 

E y E (4.4) 
Las nuevas longitudes de los lados del cuadrado en las direcciones x y y del rectángulo 
están asociadas a las deformaciones e, y e, y se ilustran en la figura 4.8a. En particular, 


observe que el cuadrado tenía un lado de longitud inicial L; en la dirección x la nueva 


os 
A + pon a 
4 
, je 
T T o s 
—— o pa Ss 
s . 
N e 
e eS 
» ed 
.. 
vo 
| Tr 
(a) (b) (c) 


Figura 4.7. Esfuerzos aplicados sobre el cuadrado considerado en la sección 4.3.2. El 
cuadrado negro mostrado en la figura (a) tiene un lado de longitud L. 
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longitud del lado es (1 + e,)L y en la componente y es (1 + e,)L. Adicionalmente, el 
cuadrado rojo punteado en la figura 4.7a se deforma y adquiere la forma del rombo rojo 
punteado mostrado en la figura 4.8a; observe que el ángulo « medía, antes de aplicar 
las cargas, 71/4 radianes (45?), por lo que este varió y/2 radianes (donde y es la defor- 
mación angular asociada al cuadrado rojo punteado) y, por lo tanto, 7/4 = a + y/2 o 
alternativamente: 


Utilizando la relación trigonométrica 


tan x + tan y 


tan(x + y) = 2 
q) 17 tan x tan y 
resulta que 
Tr tan 2 — tan? 
tana = tan -2)- . E > 
4 2) 1+tanftan? 


(a) (b) 


Figura 4.8. Cambios de forma del cuadrado negro considerado en la sección 4.3.2. 
Recuerde que si la longitud inicial de una barra es L y esta se somete a 
una carga que le imprime una deformación longitudinal e, el estiramiento AL 
de la barra será eL y su longitud final será L + eL = (1+ e)L; esta analogía se 
puede utilizar para verificar las dimensiones del sólido deformado. 
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y como tan % =1 y tan] « 2 (por la hipótesis de deformaciones pequeñas y lo dicho en 
el apéndice A.7.3), entonces, 


]-? 

tana = —2. (4.5) 
1 Y 
“a 


Por otra parte, del triángulo sombreado en la figura 4.8a, que se muestra con detalle 
en la figura 4.8b, se deduce que 


l+e, 
q Ñ l+e, 


Hor l+e, 
2 L y 


tan a = 


e igualando esta última ecuación con (4.5), resulta: 


1-3 1+es 


= . 4.6 
142 1l+e, a) 


Con la ayuda del siguiente código de Maxima, el cual hace referencia a las ecuacio- 
nes (4.4) y (4.6): 


ex : -taux(1+nu)/E; 
ey : taux(l+nu)/E; 
factor(solve((1 - gamma/2)/(1 + gamma/2) = (1 + ex)/(1 + ey), tau)); 


podemos despejar la variable T para obtener 


E 


de 2(1+ v) Si 
o, 
6 


(4.7) 


Esta expresión es la que relaciona la deformación angular y con los esfuerzos cortantes T 
aplicados sobre un sólido sometido a condiciones de esfuerzo cortante puro (figura 4.7c). 
Adicionalmente, a la constante 


(4.8) 


se le conoce como el módulo de elasticidad tangencial, módulo de rigidez (modulus of 
rigidity en inglés) o módulo de cortante (shear modulus en inglés) del material. 

Como para un esfuerzo cortante T > 0 la deformación angular y también es positiva, 
se puede deducir a partir de la ecuación (4.7) que G > 0; ahora, como £ > 0 se tiene 
necesariamente que 1 + v > 0, por lo que v > —1. Sin embargo, los materiales para los 
cuales el coeficiente de Poisson es negativo son extremadamente raros, por lo que en la 
práctica ingenieril es seguro asumir un límite inferior nulo para v. 
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En conclusión, un elemento sólido hecho con un material elástico e isótropo some- 
tido solamente a la acción del esfuerzo tangencial T,., = T,x = T como el ilustrado en la 
figura 4.7c, sufrirá una deformación angular y,y = y dada por 


Yxy = Gar (4.9) 


Análogamente, si sobre las caras del elemento actúa únicamente el esfuerzo tangen- 


cial 7...) tendremos 
1 
YVxz = qa (4.10) 


y si T,, es el único esfuerzo actuante, entonces 


Yyz = Gor (4.11) 


Observe que las fórmulas (4.9), (4.10) y (4.11) nos indican que, para un material con 
comportamiento lineal, elástico e isótropo, las deformaciones longitudinales no están 
afectadas por las deformaciones angulares y que no existe un efecto de Poisson para el 
esfuerzo cortante; en otras palabras, la deformación angular y, no causa deformaciones 
longitudinales e, e, O e, ni deformaciones angulares y yz, y y adicionales. 

En definitiva, si sobre la cara del elemento actúan esfuerzos cortantes, la deformación 
angular del elemento estará dada por 


(4.12) 


Por último, es conveniente anotar que las ecuaciones (4.3) y (4.12) se pueden escribir en 
notación indicial como 


1 
> E [Q + v)0;¡— VO ¡¡Oxx] . (4.13) 
Por ejemplo, a partir de la fórmula anterior y recordando que el delta de Kronecker 0,; 
está dado por la ecuación (2.6), que 0, = 01, 0y = 022, 0, = 033 Y €y = €22 y que los índices 


repetidos en la notación indicial indican una sumatoria de Einstein (ver sección 2.4), 
podemos volver a extraer e, de la ecuación (4.3b) haciendo ¡=2 y ¡=2, así: 


1 3 
ty=tn= 5 a + v)07, — VÓ2 Y Ok 
de=1 


= ¿[+ v)a, - v(o, +O0y+ 0.)| 


1 


5 5 lo) - v(o, +02)]. 


Se deja como ejercicio al lector deducir las ecuaciones (4.12) a partir de la ecuación (4.13). 
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4.3.3. Ley de Hooke generalizada para materiales isótropos 


Como para un material isótropo las deformaciones longitudinales y las deformaciones 
angulares son independientes, si se despejan los esfuerzos de las ecuaciones (4.3) y (4.12) 
obtendremos entonces las llamadas ecuaciones de Lamé, en honor del matemático fran- 
cés Pére de Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795-1870), quien las propuso en 1852: 


o, =1e+2Ge, (4.14a) 
0) = Ae E2GE, (4.14b) 
0, = le +2Ge, (4.14c) 
EY (4.14d) 
Tzz = GYxz (4.14e) 
== E (4.14f) 


Aquí, la variable e representa la llamada dilatación cúbica e := e, + e, + e, del elemen- 
to diferencial (en la sección 4.5 se explicará el significado físico de la dilatación cúbica; 
ver en particular la ecuación [4.27]) y A se denomina constante de Lamé*” y está dada 
por 


vE 
A = ==. 4.15 
(1 + v) (1- 2v) ad 
Las ecuaciones (4.14) se pueden escribir en notación indicial como 
05 = MO ¡Ekk + 255 (4.16) 


por ejemplo, si procedemos de forma similar a como se hizo con la ecuación (4.13), de la 
ecuación (4.16) podemos, por ejemplo, obtener la expresión correspondiente a 7, as: 


3 
Txyz = 013 = AÓy e Exk + 2Ge€j = Gyi3 = GYxz 
k=l 
Para obtener las ecuaciones (4.14) podemos hacer dispendiosa álgebra o utilizar Ma- 


xima. El siguiente código nos ayuda a despejar las variables 0,, 0, y 0, de las ecuacio- 
nes (4.3): 


ecl: ex = (1/E)x(sx - nux(sy + sz))$ 
ec2: ey = (1/E)x(sy - nux(sx + sz))$ 
ec3: ez = (1/E)x*(sz - nux(sx + sy))$ 


/* Despeje sx, sy y sz de las ecuaciones ecl, ec2 y ec3 x*/ 
solve([ec1, ec2, ec3], [sx, sy, szl); 


63 Tenga en cuenta que a veces G se conoce como la segunda constante de Lamé y muchas veces en la 


literatura se denota como y. 
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siendo el resultado de ejecución del anterior listado: 


((- ez - ey + ex) nu - ex) E 
(604) [[Sx = ============== ==... ; 


SY = > escooeoseseoessospesssoses , 


Después, procedemos así: 


Ev (e, Ey Es) - Eex 


> 


O. = 
id 2v2+v-1 


esta ecuación es multiplicada tanto en el numerador como en el denominador por —1, 
para después acomodar los términos sumando y restando Eve,, de modo que 


—Eve, + Eve, + Eve, + Ez, + Eve, — Evexz 
Ox = 


-21?-v+1 
Ev E Eyot ez) + Eg, - 2Eves 
(1+ v) (1- 2v) 


AE (e, + ey +e,)+ E) € 
(rv A-20 1 2 0 2(1+v)(1-2y) * 
=)e +2Ge, 


para obtener la ecuación (4.14a). Las ecuaciones (4.14b) y (4.14c) se deducen de modo 
similar. 
Finalmente, utilizando el siguiente código de Maxima: 


/* Dilatación cúbica: ecuación (4.27) */ 
e : ex + ey + ezó$ 


/* Constantes de Lamé x/ 
lambda : nu*E/((1 + nu)*(1-2x*nu))$ /* ecuación (4.15) x*/ 


G : E/(2x(1 + nu))$ /x ecuación (4.8): módulo de rigidez x/ 
/* Ecuaciones de Lamé (4.14) +/ 

sx : lambdaxe + 2*Gxrex$ txy : Gxgxy$ 

sy : lambdaxe + 2xGxey$ txz : Gx*gxz$ 


sz : lambdaxe + 2*Gxrez$ tyz : Gxgyz$ 
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/x Se despeja la matriz constitutiva D para el caso isótropo: */ 
D : coefmatrix([sx, sy, sz, tXy, txz, tyzl, [ex, ey, ez, 9Xy, 9XzZ, 9yz1); 


es posible expresar el sistema de ecuaciones (4.14) en forma matricial como 


(4.17) 


donde D se conoce como matriz constitutiva, matriz de constantes elásticas o matriz de 
elasticidad para un material isótropo, lineal y elástico. La ecuación anterior también se 
puede formular como la relación entre la matriz de tensiones y la de deformaciones 


matemáticas (3.15): 
a =1tr(e)I +2Ge, 


donde I es una matriz identidad de tamaño 3 x 3 y tr(£) = €, + €, + e, = e representa la 
traza de la matriz e, es decir, la suma de los elementos diagonales de e. Observe que la 
ecuación anterior es la misma fórmula (4.16), la cual está expresada en notación indicial. 

En este punto, es importante advertir al lector de la diferencia entre la matriz o y el 
vector 0: la primera es la matriz de tensiones, ampliamente analizada en el capítulo 2 y 
el segundo es una representación alterna de la matriz a que se describe en (4.17) y que 
se desarrolla utilizando la notación de Voigt, la cual se explica en el apéndice A.5. 

Se hace énfasis en que la ecuación (4.17) es válida únicamente para materiales con 
comportamiento elástico, lineal e isótropo, y que dicha relación solo requiere conocer 
como parámetros del material el módulo de Young E y el coeficiente de Poisson v. 


4.3.4. Ley de Hooke generalizada para materiales anisótropos 


A pesar de que en este libro estudiaremos principalmente los materiales isótropos, es 
conveniente expresar la ley de Hooke para materiales anisótropos. Estos últimos poseen 
propiedades mecánicas diferentes según la dirección en la que son examinadas. Si bien 
muchos materiales producidos industrialmente como el acero, el aluminio, el concreto, 
los ladrillos o el caucho se pueden considerar isótropos, muchos otros que ocurren en 
la naturaleza, como la madera o los tejidos del cuerpo humano (huesos, piel, tejidos 
colaginosos), son de hecho anisótropos. Algunos materiales fabricados industrialmente 
y cuya estructura interna está formada por fibras alineadas o cuyo proceso de elabora- 
ción induce alineaciones en las estructuras atómicas (cristales) como elementos de fibra 
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Material anisótropo Material isótropo 
f v r 7 
tK— / ¡— t— | ¡—> 
Es : AN Lal 
(a) (c) 
—— 
ye .n 
E ? 
JT A 
<< 
(b) 


Figura 4.9. Comparación de los comportamientos de los materiales isótropos y 
anisótropos bajo la acción de esfuerzos normales y cortantes. Cuando un sólido hecho de 
un material anisótropo se somete a la acción de esfuerzos normales o de esfuerzos 
cortantes únicamente, el material se deforma longitudinal y angularmente (casos [a] y [b]). 
Por otro lado, un material isótropo al ser sometido a la acción exclusiva de un esfuerzo 
normal solo se deformará longitudinalmente (caso [c]) y cuando solo actúa sobre él un 
esfuerzo cortante el material solamente se deformará angularmente (caso [d]). 


de carbono o las placas metálicas formadas por procesos de rolado, son también ani- 
sótropos. Estos compuestos tienen un comportamiento particular que se ilustra en la 
figura 4.9: bajo la acción de un esfuerzo cortante estos materiales pueden presentar esti- 
ramientos y contracciones y, bajo la acción de un esfuerzo normal, pueden deformarse 
angularmente. Este comportamiento no se presenta con los materiales isótropos. 

En el caso general de un material anisótropo, lineal y elástico, una componente del 
esfuerzo se asume como combinación lineal de las seis componentes de deformación; 
por ejemplo, 


Oy = dex + diy22€y + diz3z + d123) z + dm3Yxz + du)x 
y y y 


= dies + d 122€ y + dyz3€z + 2d1123€ y2 + 2d1113€x2 + 2d 112€: y> 


donde, para un material homogéneo, d; j;, son valores independientes de x, y, z. Es conve- 
niente expresar la ley de Hooke para materiales anisótropos en notación matricial. Con 
este fin, emplearemos la llamada notación de Voigt (ver apéndice A.5). Como primer pa- 
so, expresaremos las matrices de esfuerzo y deformaciones ingenieriles como un vector 
de seis dimensiones, aprovechando el hecho de que ambas matrices son simétricas; en 
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vez de referirnos a un sistema de coordenadas que utiliza como base los vectores i, j y 
k, utilizaremos los vectores ortonormales €, €, y €3. De este modo, 


Ox O11 01 Ex Ex en el 
Oy 022 02 €y Ey €22 €2 
es a A a E ja e |<] e |<) |-]% 
T yz 023 04 Y yz le yz 2e23 €4 
Txz 013 05 Vxz LExg 2€13 Es 
Txy 01 06 Yxy 2Exy 2€12 €6 


Aquí el orden de los elementos del esfuerzo cortante y de la deformación angular es el 
que comúnmente se asume en mecánica de sólidos. Su elección no es arbitraria, sino que 
está dada bajo el criterio de que x =1, y =2 y z=3 y que 0,;= 0; parai,j,k=1,2,...,6 
de tal modo que ¡+ ¡+ k = 9. Por ejemplo, si ¡ = 2 y ¡= 3, entonces k = 4. Esto explica 
el porqué de la relación T,. = 073 = 04. 

Utilizando la notación de Voigt se tiene que la ley de Hooke para un material anisó- 
tropo es 


diz €11 
d2212 €22 


d3312 €33 
4.18 
da || 2e25 ) 


di31 2€13 
dra 2 


donde D se conoce como matriz constitutiva, matriz de constantes elásticas o matriz de 
elasticidad para un material anisótropo, lineal y elástico. La ley de Hooke también se 
puede escribir en forma indicial, para un material anisótropo, como 


01; = ÁiiklEkl> (4.19) 


siendo d;jx, un tensor de orden 4 que contiene 3* = 81 componentes. En ocasiones, la 
ecuación (4.19) se escribe como a = D : e; aquí, a y e son, respectivamente, los ten- 
sores de segundo orden de esfuerzo y deformaciones definidos en las ecuaciones (2.5) 
y (3.15); el símbolo *:” representa un operador llamado doble producto punto (ver https:// 
en.wikipedia.org/wiki/Dot_product) y D representa al tensor de cuarto orden d;;x,. 

Como d es un tensor simétrico de orden 2, o sea 0;; = 0;;, se tiene que dix = Ajiki 
por lo que D contiene 3 x 3 x 6 = 54 componentes diferentes; ahora, como e es también 
un tensor simétrico de orden 2, es decir ex¡ = €, se tiene que d;¡x¡ = d;;1x, por lo que 
ahora D contiene 6 x 6 = 36 componentes independientes, que son los mostrados en la 
ecuación (4.18). 
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Se puede demostrar, utilizando los principios de la termodinámica (ver, por ejemplo, 
Solecki y Conant [2003, sección 5.14), que la matriz constitutiva D es definida positiva!* 
y simétrica y, por lo tanto, d;¡x1 = dx1;¡ En consecuencia, de los 81 componentes del ten- 
sor d;¡x1 (o de los 36 componentes de la matriz D) se requieren únicamente 21 constantes 
para describir un material anisótropo lineal elástico en términos generales (los términos 
en la diagonal y encima de la diagonal de la matriz D). Estas constantes deben determi.- 
narse experimentalmente. Esto se debe contrastar con la descripción para un material 
isótropo (ecuación [4.17]), ya que en este caso solo se necesitan dos constantes, a saber: 
el módulo de Young E y el coeficiente de Poisson v. Generalmente, los materiales anisó- 
tropos presentan ciertos ejes de simetría, lo que hace que las constantes se reduzcan de 
21 a un número entre 2 y 21. Dichas constantes deben satisfacer unas condiciones entre 
sí, de modo que la matriz D sea físicamente viable. Se refiere al lector interesado en estas 
restricciones a Ting (1996) y Ting y Chen (2005). 

Por último, la inversa de la matriz D, o sea, S = D”*, se conoce como la matriz de 
conformidad (compliance matrix en inglés); de este modo, e = So. Como la inversa de 
una matriz simétrica también es simétrica y la inversa de una matriz definida positiva 
también es definida positiva, se tiene que S es también simétrica y definida positiva. 

Tenga presente que aunque un material puede ser anisótropo en una escala de me- 
dida, se puede considerar como isótropo en otra escala que es, en general, mayor. Por 
ejemplo, el concreto puede considerarse como formado por partículas de cemento, arena 
y grava. Cada una de estas partículas se orienta al azar y se supone anisótropa; sin em- 
bargo, el concreto se asume isótropo para propósitos del análisis y del diseño estructural, 
ya que al analizar el material en una escala macro se observa que sus propiedades mecá- 
nicas son un promedio de aquellas en todas las posibles orientaciones de las partículas 
individuales. 


4.3.5. Ley de Hooke generalizada para materiales ortótropos 


Los materiales ortótropos son un tipo de materiales anisótropos que tienen propieda- 
des físicas independientes y, generalmente, diferentes en tres direcciones mutuamente 
ortogonales, que se encuentran alineadas con la estructura del material, y en las que no 
existe interacción alguna entre los esfuerzos normales y las deformaciones angulares y 
entre los esfuerzos cortantes y las deformaciones longitudinales. Por ejemplo, la madera 
se considera un material ortótropo, ya que sus propiedades mecánicas en un punto dado 
se pueden describir con respecto a las direcciones longitudinales (paralela a la fibra), ra- 
diales (normal al crecimiento de los anillos) y tangenciales (a los anillos), tal y como se 
ilustra en la figura 4.10. Otros ejemplos de materiales ortótropos son aquellos reforzados 
con fibras, algunos cristales y los metales laminados. 

Cuando las direcciones mutuamente ortogonales no son evidentes, pero se sospecha 
que el material es ortótropo, es posible encontrar dichas direcciones cargando el sólido 


64 Se dice que una matriz K e IR”*” es definida positiva si x"Kx = Y'!_, Dj x1Kix; > 0 para todo 


x € IR”. Alternativamente, una matriz es definida positiva si todos sus valores propios son números 
reales positivos. Toda matriz definida positiva K es invertible; en otras palabras, su inversa K”* existe. 
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con esfuerzos normales y en diferentes inclinaciones, hasta encontrar aquellas direccio- 
nes para las cuales no existen deformaciones angulares como respuesta a esos esfuerzos 
normales. Este es un proceso largo y dispendioso. 

Veremos a continuación que este tipo de materiales requieren, en el caso tridimen- 
sional, nueve constantes elásticas e independientes para su descripción, a saber: tres mó- 
dulos de elasticidad E, E, y E;; tres coeficientes de Poisson v,z, Vxz y Vxy y tres módulos 
de cortante G,z, Gxz y Gxy. Aquí E; representa el módulo de elasticidad a lo largo del eje 
1, v¡¡ es el coeficiente de Poisson que corresponde a la contracción en la componente ¡ 
cuando se aplica un estiramiento en la dirección i y G;¡; = G;; es el módulo de rigidez 
sobre el plano ij. 

Para el caso ortótropo, la deformación en la dirección i causada por el esfuerzo 0;, 
se obtiene como e; = 0;¡/E;, donde E; representa el módulo de elasticidad en la direc- 
ción del eje ¡. Por otro lado, existen diferentes coeficientes de Poisson para las distintas 
interacciones entre las deformaciones; de este modo, 

Etransversal € j 


Vv i j = - = 
longitudinal €j 


Siguiendo una línea de pensamiento similar a la empleada en el caso isótropo, se deja 
como ejercicio al lector deducir que la ley de Hooke generalizada para materiales ortó- 
tropos está dada por las ecuaciones: 


Dirección 
radial 


Dirección 
tangencial 


Dirección 
longitudinal 


Figura 4.10. Direcciones de ortotropía de la madera. Las propiedades mecánicas de la 
madera se pueden describir con respecto a las direcciones longitudinales (paralela a la 
fibra), radiales (normal al crecimiento de los anillos) y tangenciales (a los anillos). 
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Ey = na + go - q” (4.20) 
E x= e 
E” 5 E, 
y 
1 1 1 
Yyz = o” Yxz = Ga Yxy = OS (4.21) 


El sistema de ecuaciones anterior se puede expresar en forma matricial como 


1 Vyx Vox 
Ex Ex E, Ez 0 0 0 0% 
| |-2 2-2 0.0 0]|fo, 
€ 2: E. LE Gh 0D Y 
E “1, (4.22) 
Y yz 0.0.0 ¿2 0 0]|[r 
Ye 0.0.0.0 2 0/[m 
Yxy 0 506 0 0-0 y 
———,— IN E 


donde S es la matriz de conformidad para el caso de un material ortótropo. Dado que la 
matriz de conformidad S debe ser simétrica, es necesario que se cumplan las igualdades 
Sr = Sa Sig = S3 y S23 = S32. De aquí se deduce, en consecuencia, que 


= Vey Vox = —Viz V¿y = E, vr (4.23) 


Utilizando el siguiente código de Maxima: 


S : matrix([ 1/Ex, -nuyx/Ey, -nuzx/Ez, 0, 0, 01, 
[-nuxy/Ex, 1/Ey, -nuzy/Ez, O, O, 01, 
[-nuxz/Ex, -nuyz/Ey, 1/Ez, O, O, 01, 
[ 0, O, 0, 1/Gyz, O, el, 
[ O, O, O, O, 1/Gxz, 01, 
[ O, O, O, 0, 0, 1/Gxy1)$ 


D : invert(S); 


se puede demostrar que el sistema de ecuaciones (4.22) se puede expresar como 


1-vy2Vz y VyzVzx+Vyx VyxVzy+Vzx 


0% EyE¿A EyE¿A EyE¿A 0 0 0 Ex 
O. VxzVzy+Vxy 1-Vxz2Vzx vay FVzyVex 0 0 0 E 
y E¿E¿A E, E¿A ¿EsELA 7 
VxyVyzHVxz Vyz+VxzV yx —Vx y V yx 
O. € 
2 | =| “E,EJA Es EyA E,EyA 0 0 0 a E (4.24) 
Toz 0 0 0 Gyz 0 0 z 
y y y 
Txz 0 0 0 0 Ge 0 Vxz 
Txy 0 0 0 0 0 Gxy Yxy 
_—Á o _ RR oe O 
(ol D E 
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donde 
la VyzVzy = Vaz Vzx — VxyVyx — 2V yx Vzy Voz 


NN 3 


E,E,E; 


aquí D representa la matriz constitutiva del material ortótropo. Tenga en cuenta que a 
partir de las tres ecuaciones (4.23) resulta que VyxVzyVxz = VxyVy2zV2x- 

A partir del hecho de que las matrices D y $ deben ser definidas positivas, y con 
el objeto de satisfacer ciertas restricciones termodinámicas, Lempriere (1968) demostró 
que las constantes asociadas a un material ortótropo deben satisfacer las siguientes des- 
igualdades: 


E, >0, E, > 0, E, >0, 
Gy2z > 0, Gu >0, Gay >0, 
1 Yy¿Vzy > 0, 1— Vy2Vzx > 0, 1 YxyVyx > 0, 
Es E E 
y Z 
[v2y| < ad [Y y < a A [vz,| < q 3 
E, E, Ex 
mala E, rl < y E role 
Es E, E, 
y, también, 
= q? Ex Es Ey — qj2 Ez 
Ns l Vox Ey Vey E, xz E, 1 
>0, VyxV2yVxz < > < a 


Veremos más adelante que el coeficiente de Poisson en los materiales isótropos debe 
satisfacer la desigualdad -1 < v < 0.5; sin embargo, de acuerdo con las ecuaciones an- 
teriores, para materiales ortótropos los coeficientes de Poisson v;; pueden ser mayores 
que 0.5 e incluso exceder 1. 

En ocasiones las direcciones de ortotropía están alineadas con respecto a un sistema 
de coordenadas locales x”, y” y 2”, por lo que la ley de Hooke, en este caso, se podría 
expresar como o” = D'g'. Utilizando las matrices de transformación T, y T (ver las 
ecuaciones (2.23) y (3.18), respectivamente) tenemos que o” = D'g' se puede escribir 
como T,yo = D'T¿e, es decir, o = T¿ D'T¿e, y en virtud de la ecuación (3.19), esto es 
T¿) = T?, resulta que 

o=T'D'T,e. (4.25) 


== 
D 


La ecuación D = T! D'T, nos permite convertir la matriz constitutiva D' definida para 
las coordenadas locales x”, y” y z' a una matriz constitutiva D expresada en función de 
las coordenadas globales x, y y z. 
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4.4. Relación entre las direcciones principales asociadas 
a los esfuerzos y a las deformaciones para materiales 
isótropos u ortótropos 


En las secciones 2.8 y 3.6.2 se dedujo, respectivamente, que al calcular los vectores pro- 
pios de las matrices de tensiones a y de deformaciones e se obtenían las direcciones para 
las cuales se encontraban los esfuerzos y deformaciones máximas y mínimas en el punto 
analizado. El propósito de esta sección es demostrar que ambas direcciones principales 
coinciden en el caso de tener un material elástico lineal isótropo u ortótropo. 

Supongamos que un diferencial de sólido se ubica de modo tal que los ejes con los 
que se orienta están dados por los vectores propios de la matriz e. Se sabe que para 
esta orientación las deformaciones angulares son nulas y, en consecuencia, Yxy = Yxz = 
Y yz = 0. Reemplazando dichos valores en la ecuación (4.21) resulta inmediatamente que 
Txy = Txz = Tyz = 0; en otras palabras, en esas direcciones no existen esfuerzos cortantes 
actuando, lo que implica que los vectores propios de la matriz de tensiones a y de la 
matriz de deformaciones e coinciden. Este comportamiento se ilustra en la figura 4.11. 
Es necesario hacer énfasis en que esta coincidencia no es válida en el caso de tener un 
material lineal elástico anisótropo. 


(a) _——= 


(b) 


Figura 4.11. En la figura (a) se tiene un sólido, sometido a la acción de esfuerzos normales 
y cortantes, hecho de un material ortótropo y homogéneo. Supongamos que dentro de este 
sólido recortamos la porción de sólido dibujada con trazos de líneas y en rojo HIM 
mostrada en (a); dicho pedazo de sólido sufrirá las deformaciones longitudinales y 
angulares identificadas en (b). Sin embargo, si el pedazo de sólido se corta de modo que 
sus lados están alineados con las direcciones principales ñ y ñ, asociadas a la 
matriz de esfuerzos a (cuadrado punteado verde MN), veremos que el sólido se 
deformará longitudinalmente, pero no angularmente, tal y como se ilustra en (c). 


4.5. CAMBIOS DE VOLUMEN Y LA DILATACIÓN CÚBICA 


4.5. Cambios de volumen y la dilatación cúbica 


Suponga que un volumen infinitesimal de dimensiones dx, dy y dz, como el mostrado 
en la figura 4.12a, se somete a esfuerzos normales en cada una de sus caras; entonces 
todos sus lados se deformarán de modo que la longitud de las aristas paralelas a los ejes 
x, y y z medirán, respectivamente, (1+€,) dx, (1+€,) dy y (1+e,) dz (figura 4.12b); por 
lo tanto, el volumen del elemento deformado Va.f es 


Ver := (1 + €,) (1 + €, ) (1 + €,) dx dy dz. 


Dado que el volumen en su configuración no deformada es V := dx d y dz, tenemos que 
el cambio de volumen es 


Vae= V = [EzEyEs FEyEs FEsEg + Esly + Es Ey FE) dx dy dz (4.26) 


e (E, + Ey + €¿) dx dy dz, 


donde hemos despreciado los productos de dos o más deformaciones, porque estos pro- 
ductos son diferenciales de segundo y tercer orden (ver sección 1.4). En la figura 4.12d se 
observa el error inducido por la aproximación (4.26). El cambio de volumen por unidad 
de volumen e está aproximado por 


Var =V 
eS AAA 


> O (4.27) 


cantidad que se conoce como la dilatación cúbica o deformación volumétrica (volume- 
tric strain en inglés) y es igual al invariante de deformaciones 1?, definido por la ecua- 
ción (3.37a) o, alternativamente, es igual a la divergencia del campo vectorial de despla- 
zamientos, esto es, 


du(x, y,z) , Ov(x, y,z) e dw(x, y,2) 


4.2 
Ox oy Oz Peal 


e(x,y,z) = divu(x, y,z) = 


Este resultado tiene una gran relevancia en el ámbito matemático, puesto que nos 
permite atribuir un significado físico a la divergencia de un campo vectorial: la diver- 
gencia cuantifica el grado en el que un campo vectorial se expande o contrae alrededor 
de un punto (x, y, z) (ver apéndice A.10). 

Así, pues, hemos demostrado matemáticamente que (1) los cambios de volumen en 
el sólido son producidos exclusivamente por los esfuerzos normales; (2) si el elemento 
está sometido únicamente a esfuerzos cortantes el sólido no cambia de volumen, y (3) 
si el elemento está sometido a esfuerzos normales y cortantes, el cambio de volumen 
en el diferencial está aproximado por (4.27). De acuerdo con lo anterior, el cambio de 
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volumen en todo el sólido ( se puede cuantificar al sumar las contribuciones de cam- 
bio de volumen de cada uno de los diferenciales que lo componen, por lo tanto, está 
aproximado por 


AV » MM. e(x, y, z) dx dy dz 


= Ex[x, y, 2) + Ey(x, y, z) + e¿(x, y, z) ) dx dy dz. (4.29) 
da y 


(1+€,) dy 


El 


(U+e)dx 0 a 
(a) (b) 


(ExEyEz + ExEy + EgEz + EyEz) V 


1 
3 Ex de 


(c) (d) 


Figura 4.12. En (a) y (b) podemos observar, respectivamente, un cubo antes y después de 
la deformación con sus respectivos volúmenes; el volumen del cubo sin deformar y ya 
deformado es, respectivamente, V y Vgef. La figura (c) muestra una aproximación del 
volumen deformado del sólido, en el cual se ha supuesto que el cambio de volumen ha 

sido estimado mediante la ecuación (4.29) y, en consecuencia, su volumen es 
V + (e, + ey + ez) V. La figura (d) ilustra el error incurrido al aproximar el volumen 
mediante (4.29); este error tiene una magnitud de (€x€y€¿ + €y€z + Ex€z + Ex£y) V. 


4.6. ENTENDIENDO EL CAMBIO DE VOLUMEN DE UN SÓLIDO MEDIANTE EL TEOREMA... 


Ejemplo 4.1. Cambio de volumen 


Suponga que un cubo de 10 cm de arista (al nivel del mar), fabricado con un material 
con E = 20 GPa y v = 0.1, se hunde en el océano. ¿Cuántos cm” se encogería dicho 
sólido si este se encuentra a una profundidad de 1000 m? Suponga que la densidad 
del agua de mar es 1 g/cm? y desprecie la variación lateral de la presión del agua sobre 
las caras del cubo. 


Solución 


La presión hidrostática p ejercida por un fluido se calcula mediante la expresión p = pgh, 
donde p es su densidad (en el caso del agua es aproximadamente 1000 kg/m”), g es la 
aceleración de la gravedad (g = 9.81 m/s”) y h es la altura del fluido. Dado que un líquido 
en equilibrio ejerce fuerzas perpendiculares sobre cualquier superficie sumergida en su 
interior, tenemos que 


kg 


mi? 


p=0,=0,=0,=10002 x 9.812 x -1000 m = -9.81 MPa, 
S 


y que 
Txy = Txz = Tyz =0. 


Reemplazando estos valores en (4.3) resulta que 


1 


== —((1-2x0.1) x (-9.81 MPa)) = -3.924 x 10—*, 
20000 MPa 


Ex = Ey = Ez 

Como e = e, + €y + €, = -3x 3.924 x 10* = -1.177 x 10? en la ecuación (4.29) es 
constante, entonces la integral se reduce a e veces el volumen del cubo (1000 cm?) y, en 
consecuencia, el cubo se contrae 1.177 cm*. 


4.6. Entendiendo el cambio de volumen de un sólido 
mediante el teorema de la divergencia 


Según estudiamos en la sección anterior, el cambio de volumen de un sólido puede cuan- 
tificarse mediante la integral (4.29) que se puede escribir, utilizando (4.28), como 


AV = M divu(x, y, 2) dV. (4.30) 


En esta sección, veremos una forma alterna de calcular dicho cambio de volumen y lo 
relacionaremos con el llamado teorema de la divergencia. 

Cuando nuestro sólido (2 cambia de volumen, su forma también varía. Imaginemos 
que la malla mostrada en la figura 4.13 hace parte de la superficie o contorno 00 del 
sólido; aquí, cada rectángulo es un diferencial de superficie dS. Al cambiar de volumen, 
el material que conforma el sólido brota, emerge, se extrude o fluye de dicho diferencial 


E 
al 
¡us 
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Figura 4.13. Cuando el sólido cambia de volumen, su forma también varía. De hecho se 
puede observar un flujo de material a través del contorno imaginario del sólido antes de la 
deformación. Ese material desplazado se cuantifica en unidades de volumen. Aquí á es un 

vector normal a la superficie 0.2; observe que la altura h se mide en dirección de ñ. 


dS, desplazando la superficie una cantidad dada por el desplazamiento u(x, y, z), de una 
forma que no necesariamente es normal a la superficie, sino que puede estar inclinada 
un ángulo 0 con respecto al vector normal ñ(x, y,z) a la superficie 92 en el punto de 
coordenadas (x, y, z). 

El volumen que fluye por el diferencial dS es el del paralelepípedo oblicuo mostrado 
en la figura 4.13, que es igual al área de la base por la altura h, es decir, h dS. Aquí, h repre- 
senta la altura medida de forma ortogonal a la superficie dS; de esto se deduce entonces 
que el volumen del sólido que se extrude por el diferencial dS es [lu(x, y, z) || cos 0 dS. 
Utilizando la fórmula del producto punto (A.6), u - ñ = [lu| [[ñ| cos O = [|u| cos 6, tene- 
mos que el volumen del diferencial mostrado será igual a u(x, y,z) - f(x, y,z) dS, ya 
que [[ñ(x, y, z) | =1. 

Si sumamos la totalidad de las cantidades de material que fluyeron por todos los 
diferenciales de superficie que forman el contorno del sólido mediante una integral de 
contorno, obtenemos que el cambio de volumen del sólido (2 también puede ser cuanti- 
ficado como 


AV = $ u(x, y,z) «f(x, y, 2) d. (4.31) 
(0) 


Igualando las ecuaciones (4.30) y (4.31), obtenemos: 


1 divu(x, y,2) 4V = $b ul y 2) nx z2Jds; 
Q (9) 


4.7. MÓDULO DE EXPANSIÓN VOLUMÉTRICA O MÓDULO DE COMPRESIBILIDAD 


este resultado se conoce en matemáticas como el teorema de la divergencia, teorema de 
Gauss o teorema de Ostrogradsky, y fue descubierto originalmente por el matemático, 
físico y astrónomo italiano-francés Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en 1762; el ma- 
temático y físico alemañ Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) lo redescubrió, para 
ciertos casos particulares, en 1813; sin embargo, el matemático y físico ruso Mikhail Va- 
silyevich Ostrogradsky (1801-1862) postuló la primera prueba general del teorema en 
1826, cuando trabajaba en problemas de flujo de calor. 

El teorema de la divergencia nos permite calcular el cambio de volumen de un ma- 
terial, bien sea como la suma de los pequeños cambios de volumen de cada uno de los 
diferenciales dV que lo conforman o mediante el flujo del material a través del contorno 
del sólido. Este teorema es de especial importancia en las matemáticas, puesto que con él 
se deducen importantes resultados en la mecánica de fluidos, la electrostática y en otros 
campos de la física, ya sea como ecuaciones integrales o ecuaciones diferenciales. Este 
teorema es equivalente en una dimensión a la integración por partes y en dos dimensio- 
nes al teorema de Green. En el apéndice A.11l se ofrece una descripción más general de 
este teorema. 


4.7. Módulo de expansión volumétrica o módulo de 
compresibilidad 


Al observar la solución del ejemplo anterior, podemos deducir que cuando un sólido 
isótropo se encuentra sometido a un estado de esfuerzos hidrostáticos (como el que se 
muestra en la figura 4.14), o sea, un estado de esfuerzos para los que 0, = 0, = 0, =P 
Y Txy = Txz = Tyz = 0, tenemos que, a partir de las ecuaciones (4.3), las deformaciones 
longitudinales son 


Figura 4.14. Configuración de esfuerzos hidrostáticos. Sobre todas las 
caras del sólido actúa un esfuerzo p; por lo tanto, 0, = 0y = 07 = P. 


9) 
¡01] 
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luego, la dilatación cúbica (4.27) se reduce a 


3 
e=eztey+e,= 5(1-2v)p=L, 


—_ 
1 
K 


siendo 


el llamado módulo de expansión volumétrica o módulo de compresibilidad (bulk modulus 
en inglés). Puesto que para un esfuerzo hidrostático p negativo tenemos que la dilatación 
cúbica del sólido también es negativa, se deduce que K > 0 y, en consecuencia, 5.) >0. 


Como ¿ > 0, requerimos que 1-2v > 0 y, por tal razón, deducimos que v < 0.5. Note que 
a medida que el coeficiente de Poisson tiende a 0.5, el módulo de compresibilidad tiende 
a infinito, o sea, el material no se dilata volumétricamente y, en consecuencia, entre más 
tienda el coeficiente de Poisson v a 0.5, más incompresible es el sólido. Recuerde, por 
ejemplo, que un suelo saturado tiene un coeficiente de Poisson cercano a 0.5. 

En conclusión, el módulo de compresibilidad es una propiedad del material que de- 
termina su incompresibilidad y es una medida de la capacidad de una sustancia de so- 
portar cambios de volumen cuando se somete a esfuerzos normales, de igual magnitud, 
en todas las direcciones. 


4.8. Particularización de tres a dos dimensiones 


Es fundamental comprender que todos los sólidos son tridimensionales. No obstante, 
en ciertos casos es posible simplificar su representación matemática tridimensional uti- 
lizando solo dos dimensiones. Esto conduce a ecuaciones más simples que describen 
los fenómenos y simplifican los cálculos numéricos asociados. Existen tres casos par- 
ticulares de reducción a dos dimensiones: tensión plana, deformación plana y el caso 
axisimétrico. A continuación, examinaremos los casos de tensión y deformación plana, 
mientras que el caso axisimétrico será estudiado detalladamente en el capítulo 6. 


4.8.1. Tensión plana 


El caso de tensión plana, esfuerzo plano (plane stress en inglés) o estado de membrana 
se da cuando solo uno de los tres esfuerzos principales 0,, 0, O 03 es cero. Esto suele 
ocurrir en elementos estructurales donde una de sus dimensiones es significativamente 
más pequeña que las otras dos; en otras palabras, cuando el elemento es muy delgado 
(por ejemplo, una placa delgada, una viga de gran altura pero delgada, un muro cargado 
en sus bordes, etc.). En lo que sigue, asumiremos que el vector propio ñ;, asociado al 
esfuerzo principal nulo 0;, define la dirección del eje z. El caso de tensión plana sucede 
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cuando no hay cargas aplicadas en la dirección z ni en la superficie perpendicular al eje 
z, y cuando las cargas se aplican en el contorno del cuerpo de manera ortogonal al eje 
z y distribuidas uniformemente en su espesor, como se ilustra en la figura 4.15. Para el 
caso de tensión plana, se tiene entonces que 


Haciendo uso de las ecuaciones (4.23), observe que en el caso de tensión plana, para 
un material ortótropo, las ecuaciones dadas en (4.20) y (4.21) se reducen a 


1 1 
Ea (0, Ysy0y) Voy = Go y 
Es xy 
1 
=> (o, - Y 0%) Yy2 =0 (4.32) 
E, 
Vez Vyz 
E E Yxz =0 


Despejando los esfuerzos, tendremos que la ley de Hooke generalizada para un material 
ortótropo para el caso de tensión plana es 


E, 
0, = Eno (e, + Mt) Ty = GryY xy 
xy yx 
E 
O, = e (e, + veBe) Tyz =0 
l- y,,v 
xy yx 
0,=0 Tyz = 0, 
y 


Tensión plana 


0,=0 
Txz = 
Tyz =0 


Figura 4.15. Elemento en estado de tensión plana. 
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Figura 4.16. Placa sometida a un estado de tensión plana y que está hecha de un material 
ortótropo cuyos ejes de ortotropía x”, y” están a un ángulo 0 de los ejes globales x, y. Este 
caso es usual cuando se emplean láminas de madera contrachapada (plywood en inglés). 


y que en forma matricial se expresa como 


O, 1 Ez  ExVyx 0 Ex 
Txy E 0 0 (1 - Poio) Guy) NYxy 
a 
Drp 


siendo esta una particularización de la ecuación (4.24). Observe que, en el caso de la 
tensión plana, la matriz constitutiva está descrita por cuatro constantes: E,, E,, Vyy y 
Gyy, teniendo en cuenta que vy, = E Vay 

Si las direcciones de los ejes de ortotropía x”, y” están inclinadas un ángulo O con 
respecto a los ejes globales x, y de la estructura, tal y como se ilustra en la figura 4.16, la 
matriz constitutiva para el material ortótropo en coordenadas globales Dyp se obtiene 
de forma similar a la ecuación (4.25), siendo en este caso 


dd / 
Dx» = To 2DDrp T.2D> 


con T¿2p dada por la ecuación (3.25). Se deja como ejercicio al lector completar los 
detalles de esta formulación. 

Ahora, en el caso de tensión plana para un material isótropo, las ecuaciones dadas 
en (4.3) y (4.12) se reducen a 


1 1 
Ex = E (o, = voy) Yxy G Txy 
1 
Ey = E (o, - vo) Yy2=0 (4.34) 
Y 
e, == (0, +0,) YVxz =0 
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Además, para el caso de tensión plana, tendremos que la ley de Hooke generalizada para 
un material isótropo (ecuación [4.14]) se reduce a las siguientes expresiones: 


E 
Oy = 22 (e, + ve,) Tay = GYuy 
E Y + vez) Tia= (4.35) 
y ly» y x xz= L 
Oz = Tyz = 0, 


E Ev 
Ox lv?  1-y? 0 €x 
Ev E 
Oy |= [7 1? ps ey 
Txy 0 0 2(1+v) Yxy 


Observe que en el caso de tensión plana e, no es cero a pesar de que o, lo es. Esto se debe 
al efecto de Poisson. 
De acuerdo con lo anterior, en el caso de tensión plana, la matriz de tensiones será 


Ox Txy OU 
a=|r,, o 0 (4.36) 
0. 0.0 


y la correspondiente matriz de deformaciones se reducirá a 


Ex Exy O 
E=lExy €y 0 
0 0 e, 


En este punto se recomienda al lector revisar las notas al pie de página 10, 23, 25 y 29. 


4.8.2. Deformación plana 


Para entender la física de la deformación plana consideremos una fila larga de personas, 
en la posición militar de “firmes”, situadas de modo tal que el hombro de un individuo 
esté en contacto con el hombro del siguiente; si alguien quisiera poner los brazos en 
posición horizontal, esta persona no podría hacerlo porque su vecino estaría impidiendo 
el movimiento. De igual modo, si tenemos un sólido con una dimensión muy grande en 
comparación con las otras dos, la deformación en la dirección de la dimensión más larga 
no se puede efectuar, ya que las partículas vecinas impedirían el movimiento, por lo que 
se asume que esta es cero, resultando así la condición de deformación plana (plane strain 
en inglés). Ejemplos de este caso los constituyen: el análisis de una tubería larga, un 
túnel, un muro de contención largo, una zapata corrida (strip footing en inglés) o una 
presa, analizada de modo tal que el reservorio de agua aplique su carga hidrostática de 
forma ortogonal al eje de esta. 
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Suponiendo que la dimensión del cuerpo en la componente z es muy grande con 
respecto a las otras dos direcciones, entonces en el caso de deformación plana se asume 
que el sólido es cargado mediante fuerzas perpendiculares a la dirección longitudinal. En 
estas secciones la carga es independiente de z como se muestra en la figura 4.17; en otras 
palabras, la carga se distribuye uniformemente a lo largo del eje longitudinal z. Dado que 
las condiciones son las mismas en todas las secciones del sólido, basta con analizar una 
rebanada la cual se supone confinada entre dos planos rígidos y lisos, de modo que el 
desplazamiento en la dirección axial no sea posible (es decir, w(x, y, z) = 0). Esta tajada 
hará parte de la sección central del sólido y no de sus extremos, ya que en los bordes el 
comportamiento del sólido se altera al no existir una última rebanada que restrinja su 
movimiento en z. 

Como se mencionó, el caso de deformación plana aparece usualmente en estructuras 
para las cuales una de sus longitudes es mucho más larga que las otras; sin embargo, su 
definición matemática rigurosa está dada por las condiciones: 


Por lo tanto, para un material isótropo las ecuaciones de deformación dadas en (4.3) 
y (4.12) se reducen a 


l1+y 


És 7 (a - Y) 07 — voy) Y sy = Gr 

1 
Ey = — ((1-») Oy — v0y) Y yz =0 (4.37) 
e¿=0 Vxz = 0, 


Deformación plana 


e, =0 
Yxz =0 
Y yz =0 


Sección 
analizada 


Figura 4.17. Elemento en estado de deformación plana. 
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y en el caso de deformación plana, la ley de Hooke generalizada para un material isótropo 
(ecuación [4.14]) se reduce a 


E 
6% = y ((- e, + Txy = GYx 
EE id 
E 
O, = y + ].= Txz = 0 4.38 
Po í id: 
vE 
0 = + le, + Ty, =0, 
“naa de 
que en forma matricial se expresa como 
E(1-v) Ev 0 
Ox (1+v) (1-2v) O Ex 
2 Ev E(l-v 
07 Gia an 0 a (4.39) 
Txy 0 0 E Yxy 


Se deja la demostración de las ecuaciones (4.37) y (4.38) como ejercicio al lector. Observe 
que, en el caso de deformación plana, 0, no es cero a pesar de que e, lo es; de hecho, 0, 
puede expresarse en función de 0, y 0, a través de 


07 = v(0, + 0,), (4.40) 


ecuación que aparece al hacer e, = O en (4.3c). Este esfuerzo 0, restringe el movimiento 
lateral de la tajada intermedia en la dirección z; es decir, dicho esfuerzo obliga a esa 
tajada a no estirarse en la componente z. 

De acuerdo con lo anterior, en el caso de deformación plana la matriz de tensiones 
será la siguiente: 


Ox Tiy 0 
a=|T:, 0, 0 (4,41) 
0 0 0 
y la correspondiente matriz de deformaciones se reducirá a 
Ex Exy O 
E=|Exy €y 0 
0. 0.0 


Finalmente, es importante anotar que se puede especificar también el estado de defor- 
mación plana asumiendo que el campo vectorial de desplazamientos toma la siguiente 
forma: 

u(x, y, 2) Y (u(x y) 
u(x,y,2)=|v(0y2) [=[ vo], 
w(x, y,z) 0 
o sea, el campo vectorial de desplazamientos es independiente de la coordenada z. 

Concluyendo, tanto en el caso de deformación plana como en el caso de tensión plana 
el análisis de esfuerzos se reduce a la determinación de 0,, 0, y Txy. En este punto se 
recomienda al lector revisar las notas al pie de página 25, 43, y 53. 
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4.8.3. Relación entre los esfuerzos principales obtenidos en el 
análisis bidimensional y tridimensional 


Cuando resolvimos el ejemplo 2.5 analizamos un sólido bidimensional sin hacer referen- 
cia alguna a si este pertenecía a un estado de tensión o de deformación plana. A continua- 
ción, revisaremos de nuevo dicho ejemplo como si fuera un problema tridimensional. 

En el ejemplo 2.5 se consideró un sólido sobre el plano x y, y para este los esfuerzos 
principales eran (0,),, = 3.8541 Pa y (02), , = 2.8541 Pa, siendo sus direcciones princi- 
pales correspondientes: (%1),, = [-0.5257, 0.8507]" y (K,),., = [0.8507, 0.5257)". 

Si consideramos el sólido como uno tridimensional, debemos agregar la componente 
z, por lo que los vectores que describen las direcciones principales serán [-0.5257, 
0.8507, 0]7 y [0.8507, 0.5257, 0]", respectivamente. 


Deformación plana 


Asumamos v = 0.30. Si suponemos que el punto en consideración está sometido a un 
estado de deformación plana, adicionalmente a 0, = —1 Pa, 0, = 2 Pa y T,, = -3 Pa, se 
debe tener en cuenta que Tyz = Gyyz = 0 Pa, Tyz = Gyyz = O Pa y 0, = v(0, + 0,) = 
0.3(-1 Pa +2 Pa) = 0.3 Pa (este último esfuerzo se estimó utilizando la ecuación [4.40]). 
Para calcular los valores y vectores propios del problema, y con ello los nuevos esfuerzos 
y direcciones principales, ensamblamos la matriz (4.41) y hacemos en Matlab: 


>> sx = -1; 
>> nu = 0.30; 
>> sigma = [ sx  txy 0 


sy = 2; txy = -3; 


txy sy 0 
0 0 nux*(sx+sy) ] 
sigma = 
-1.0000  -3.0000 0 
-3.0000 2.0000 0 
0 0 0.3000 


>> [vecp, valp] = eig(sigma) 


vecp = 
-0.8507 0  -0.5257 
-0.5257 0 0.8507 
0 1.0000 0 
valp = 
-2.8541 0 0 
0 0.3000 o) 
0 0 3.8541 
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Es necesario enumerar de nuevo los valores y vectores propios de modo que 0; > 
0, > 03, y organizar el sentido de los vectores propios para que se cumpla la regla de la 
mano derecha (A3 = ñ, x ñ,), por lo que la solución al ejercicio se debe dar como 


= 3.8541 Pa ñ11 = [-0.5257, 0.8507, 0]* 
07 = 0.3 Pa ñ = [0, 0, -1]* 
03 = -2.8541 Pa 13 = [-0.8507, -0.5257, 0)”, 


ya que al hacer el producto cruz en Matlab utilizando ñ, = [0, O, -1]” tenemos: 


>> nl = [-0.5257, 0.8507, 0]; 
> n2=T[0, 0, -1]; 
>> cross(n1,n2) 
ans = 
-0.8507 -0.5257 0 


con lo cual cumplimos la regla de la mano derecha, al obtener el sentido requerido pa- 
ra ñz. 

Si se hubiera asumido el vector ñ, como [0, 0, 1]”, el sentido del vector ñ; sería el 
dado por el siguiente cálculo de Matlab: 


>> nl [-0.5257, 0.8507, 0]; 
>> n2=1[0, 0, 11; 
>> cross(n1,n2) 
ans = 
0.8507 0.5257 0 


Observe que, en este caso, dos de los valores propios coincidieron con (0), E 
3.8541 Pa y ( 09) uy = -2.8541 Pa, mientras que el otro valor propio es igual al o, de la 
ecuación (4.40), es decir, 0, = v(0, + 0,). De hecho, las direcciones principales asocia- 
das a tales valores propios describieron los vectores [-0.5257, 0.8507, 0]” y [0.8507, 
0.5257, 0]” que ya habíamos mencionado y el vector propio asociado al valor propio de 
0, fue [0, 0, -1]” (figura 4.18). 

Por último, debemos recalcular el esfuerzo cortante máximo. Según se dijo en la 
sección 2.9.4, este tiene una magnitud dada por la ecuación 07d Ti = 


ñi— 
| y Pra E por lo tanto, el esfuerzo 


presenta en los planos ortogonales a los vectores 
cortante máximo es 3.3541 Pa y se presenta en los planos con vector normal 
[0.2298, 0.9732, 0]" y tá — [-0,9732, 0.2298, 0]7. 


[a+ñ 
En resumen, se tiene que dos de los valores propios corresponden a (01), y (02),.,» 
mientras que el otro equivale a 0,. Los vectores propios asociados son los mismos calcu- 
lados en el caso bidimensional para los dos primeros, agregando un 0 en la componente 


z, mientras que el vector propio asociado a a, tiene la dirección de [0, 0, +1]”, por lo que 


A] = 
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(b) 


Figura 4.18. Visualización tridimensional del problema de 
valores y vectores propios para el caso de deformación plana. 


es necesario ajustar su sentido. De este modo, luego de reordenar los valores propios, 
tenemos: 


01 = máx((05),, > (a e (0; ds 0))) 
0, = mediana ((0),,> (a 0 (0, 0 0,)) 


03 = mín (Co), > (02), , V (o, + 0,)) 


[(0),, - y (o, =. 0,) [(02),, - y (o, + 0,) [(0),, - Cole, 


Tmáx = Máx $ > 


2 2 2 


Tensión plana 


Si suponemos que este punto está sujeto a un estado de tensión plana, adicionalmente 
a 0, = -1 Pa, 0, = 2 Pa y T,y = -3 Pa, se debe tener en cuenta que Ty, = Ty = 0,=0 
Pa. Armando la matriz (4.36) y resolviendo el problema de valores y vectores propios en 
Matlab, obtenemos: 


>> sx = -1; sy = 2; txy = -3; 
>> sigma = [ sx txy O 


txy sy 0 
0 0 0] 
sigma = 
-1 -3 0 
-3 2 0 
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>> [vecp, valp] = eig(sigma) 


vecp = 
-0.8507 0  -0.5257 
-0.5257 0 0.8507 
0 1.0000 0 

valp = 
-2.8541 0 0 
0 0 0 
0 0 3.8541 


Recuerde que los valores sobre la diagonal de valp son los valores propios y los vectores 
columna de la matriz vecp son los vectores propios asociados. Cabe anotar que debemos 
enumerar de nuevo los valores y vectores propios de modo que 0, > 0, > 03, así como 
garantizar que el sentido escogido de los vectores propios cumpla la regla de la mano 
derecha (ñ3 = ñ1 x A), por lo que la solución al ejercicio se puede dar como 


01 = 3.8541 Pa 1, = [-0.5257, 0.8507, 0]* 
0, =0Pa ñ, =[0, O, 1]1 
03 = -2.8541 Pa ñ3 = [0.8507, 0.5257, 0]”, 


ya que al comprobar en Matlab el producto cruz obtenemos: 


>> nl = [-0.5257, 0.8507, 0]; 
>> n2=1[0, 0, 11; 
>> cross(n1,n2) 
ans = 
0.8507 0.5257 0 


Observe la discrepancia de signos entre los vectores propios [-0.8507, -0.5257, 0]* 
y [0.8507, 0.5257, 0]"; esta diferencia no nos debe importar, ya que lo único relevante 
en el cálculo de los vectores propios es la dirección del vector mismo, no su sentido. De 
esta forma, si hubiéramos escogido el vector 3 como [-0.8507, -0.5257, 0]”, el sentido 
del vector ñ, igualmente hubiera cambiado de modo que ñ, sería [0, 0, -1]", esto con 
el fin de cumplir la regla de la mano derecha en la base formada por las direcciones 
principales. 

Tenemos, entonces, que dos de los valores propios corresponden a (01), y (02),.,» 
mientras que el otro corresponde a 0. Los vectores propios asociados son los mismos 
calculados en el caso bidimensional para los dos primeros, agregando un 0 en la compo- 
nente z, mientras que el vector propio asociado a 0 es [ 0, 0, +1]", por lo que es necesario 
ajustar su sentido (figura 4.19). 

Al igual que en el caso de deformación plana, debemos determinar la magnitud y los 
planos sobre los que actúa el esfuerzo cortante máximo. En este ejemplo en particular, 
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y 
1 Aa Ya 


(b) 


Figura 4.19. Visualización tridimensional del problema de 
valores y vectores propios para el caso de tensión plana. 


estos son exactamente los mismos que los calculados en el ejemplo de deformación plana, 
aunque estos pueden variar. Supongamos que 0; y 9, son cantidades positivas; entonces 
en este caso tendremos un 03 = 0. Observe, por lo tanto, que en este caso cambiarían los 


valores de Tmáx y los vectores ¿531 y A ya no estarían sobre el plano x y. 


En resumen, para el caso de tensión plana, se tiene que 


o, = máx (01), (02), > 0) 
0, = mediana ( (04),,,, (02),,> 0) 


0 = mín (0), (07),,, > 0) 


Tmáx 


> 


, [(01),, [(02),, [(01), = (02), 
4x = Max 2 > > 


2 2 


observe que cuando (0,),, > 0 y (02),y < 0 se tiene que 01 = (01), y 07 = (02) xy. 


4.9. Interpretación de los gráficos de colores de 
esfuerzos y deformaciones 


En el diseño de estructuras complejas, por lo general, se hace uso de programas de ele- 
mentos finitos. Dichos programas generan unos gráficos similares a los que se presenta- 
rán a continuación. El objetivo de esta sección es, en consecuencia, aprender a interpre- 
tar dichos gráficos y darles un sentido práctico que sirva en el diseño estructural. Esto 
es análogo a lo que hace un médico cuando analiza las resonancias o ecografías de un 
paciente. 
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Considere una viga con sección rectangular, ancho unitario £, altura 2c y longitud 
2L mostrada en la figura 4.20. Suponga que la viga está sujeta a una carga uniforme de 
intensidad q por unidad de longitud. Con el objeto de analizar la viga se reemplazó la 
fuerza concentrada ejercida en los apoyos por una carga distribuida equivalente en los 
extremos x = +L cuya intensidad es qL. 


Figura 4.20. Viga referida en la sección 4.9. 


Observe que las condiciones de frontera en los bordes superior e inferior de dicha 
viga son las siguientes: 


Tey(x, y =+c,z) =0 (T,y = 0 en el borde superior e inferior de la viga) 
oy(x,y=-=0c,2)=0 (el borde inferior no soporta cargas) (4,42) 
Oy (x, y =+c,z) = A (el borde superior soporta la carga distribuida). 


Tenga presente que, en la fórmula anterior, q tiene unidades de fuerza sobre unidad de 
longitud y f tiene unidades de longitud por lo que o, tiene unidades de fuerza sobre 
unidad de área, es decir, unidades de esfuerzo. Por otro lado, en los extremos x = +L se 
tiene que la fuerza cortante V y el momento de flexión M son: 


V(+L) = — f ¡NE z) dzdy = +qL (4.43a) 
M(+L) = - f fase, y.Dy dz dy =0, (4.43b) 
mientras que la fuerza axial para todo x e [-L, L] es 
fell) = f fator, z) dzdy =0. (4.43c) 
Las ecuaciones (4.43c) y (4.43b) establecen que sobre los extremos de la viga no actúa 


ninguna fuerza axial ni momento de flexión, ya que esta está apoyada sobre una rótula y 
un rodillo, los cuales le permiten girar en los extremos libremente. Como sobre la viga no 
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tenemos esfuerzos normales o, ni tampoco esfuerzos cortantes Ty. Y Ty.) consideraremos 
que esta se encuentra en un estado de tensión plana. 

En consecuencia, advirtiendo que 1 = ¿c? es el segundo momento de inercia de la 
sección transversal rectangular de ancho igual a la unidad (t = 1), deduciremos en la 
sección 5.4, utilizando la llamada función de tensión de Airy, que los esfuerzos en el 
interior de la viga están dados por (ver ecuaciones [5.44]): 


4. 23,2, 2 ) 
yz) = 2 O ENS 4.44 
AC 2 (+y nel Y y ( a) 
q(13 , 2 ) 
y 2)=-H | 2y-ey-2 4.44 
0y(x, y,2) 6 Eye (4.44b) 
0z(x,y,z)=0 (4.44c) 
ESA (0 - y?) x (4.44d) 
tala y.z)= 0 (4.44e) 
Tel 1,2) =0. (4.44f) 


Observe que, según las ecuaciones anteriores, los esfuerzos son independientes de la 
profundidad z, es decir, son constantes en el espesor de la viga. 

A continuación, supondremos que t=1m,L=3m,c=0.5m y q = -10 kN/m, que 
el módulo de Young es E = 21 GPa y el coeficiente de Poisson es v = 0.23. 


4.9.1. Interpretación de los gráficos de esfuerzos o,,, 0, Y 7,, 


En la figura 4.21 se presentan” los esfuerzos 0,, 0, y T,y calculados a partir de las ecua- 
ciones (4.44) para los valores indicados. 

En la gráfica de o, la región roja identifica a aquellas partículas de la viga que ha- 
cen parte de la “fibra” sometida a tracción, mientras que la zona azul corresponde a las 
partículas que hacen parte de la “fibra” a compresión, estando ubicados los mayores es- 
fuerzos 0, en la parte central inferior de la viga; por otro lado, observe que alrededor de 
la fibra neutra de la viga no se presentan esfuerzos 0, significativos (zona verde claro). 
Adicionalmente, note que las curvas de nivel para un mismo valor de x están igualmen- 
te espaciadas; esto indica que el esfuerzo 0, varía linealmente con la altura de la viga. 
Este hecho está acorde con la ecuación 0, (x, y, z) = — E , que muy probablemente se 
estudió en el curso Resistencia de Materiales. 

En la figura 4.21 se observa, además, que los esfuerzos o, en el borde inferior son 
cero, lo que indica que esta parte de la viga no está cargada en ese lado; por otra parte, los 
esfuerzos 9, en el borde superior de la viga corresponden a un esfuerzo de compresión de 


65 Las figuras que se muestran a continuación están hechas con la escala de colores “jet”, que es la escala 


de colores más empleada por los programas de elementos finitos. Sin embargo, se desaconseja el uso 
de jet, ya que no es perceptualmente uniforme. Esto significa que iguales cambios en los valores de 
jet no corresponden a iguales cambios en la percepción. En su lugar, se recomienda usar las escalas 
“parula” o “viridis”, que sí son perceptualmente uniformes. 
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Figura 4.21. Esfuerzos 0x, 0y y Txy de la viga analizada en la sección 4.9. 


10 kPa, lo que coincide con la condición de frontera indicada en (4.42), o sea, con la carga 
aplicada a la viga de -10 kKN/m (-10 kN/m divididos por 1 m de ancho nos dan esfuerzos 


de -10 kPa). Observe que las curvas de nivel, aunque paralelas, no están equiespaciadas; 


en efecto, según la ecuación (4.44b), 0, varía cúbicamente con la altura de la viga. 


Finalmente, se observa que los esfuerzos cortantes T,, están especialmente concen- 
trados cerca de los apoyos y estos son en realidad pequeños en el centro de la luz; note 


que para un x dado estos esfuerzos varían de forma parabólica con la altura y teniendo 


su máximo en el eje neutro y siendo cero en los extremos superior e inferior de la viga 

(haga x constante en la ecuación de T,, en (4.44), para x + 0, y observará que el esfuerzo 

Tyy variará, en este caso, de forma parabólica con y). Esto está intrínsecamente relaciona- 
.s NN V(x) 2 17 .£ 

do con la ecuación T,y(x, y, 2) = 57 ( ya 22), que muy probablemente se estudió en el 


curso de Resistencia de Materiales. Tenga en cuenta que f. E Tyy(EL, y, z) dz dy = +gL, 
lo que coincide con la fuerza aplicada por los apoyos, la cual ha sido distribuida en los 


lados x = +L del sólido. 
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4.9.2. Interpretación de los gráficos de las deformaciones e,, e,, ez 
Y Yxy 


Si se reemplazan los esfuerzos (4.44) en las fórmulas (4.34), se obtienen las deforma- 
ciones longitudinales y angulares de la viga. Las deformaciones longitudinales e,, €, y 
e¿ junto con la deformación angular y,., se grafican en la figura 4.22. Las figuras de las 
deformaciones angulares yy. Y yy. no se presentan por ser nulas. 
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Figura 4.22. Deformaciones longitudinales £x, €y, €z Y 
deformación angular y,y en la viga analizada en la sección 4.9. 


El gráfico de e, muestra en rojo y azul, respectivamente, las fibras que se han estirado 
y aquellas que se han contraído en la componente x. Esto coincide con el hecho de que 
la fibra sometida a tracción se estira en la dirección del eje x mientras que las fibras a 
compresión se contraen. 

Analicemos ahora la deformación longitudinal e,. Como la carga distribuida está 
aplicada en la parte superior de la viga, o, = -10 kPa en el borde y = +c y no se pre- 
sentan esfuerzos ga, en el borde y = —c; en otras palabras, la parte superior de la viga 
está sometida a compresión. En este caso, tenemos un contraste: a pesar de que las fibras 
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del borde superior están en compresión por la acción de la carga superficial, las fibras 
superiores de la viga se están estirando y no contrayendo como intuitivamente se podría 
esperar; esto se debe a la acción del efecto de Poisson. 

Por otro lado, según el gráfico de e,, lateralmente, también a causa del efecto de Pois- 
son, la fibra inferior se contrae y la fibra superior se alarga. Por último, en relación con 
la figura 4.22, se puede notar que la deformación angular y,, es proporcional al gráfico 
del esfuerzo cortante T,,. Es evidente que, a la izquierda de la viga, las deformaciones 
angulares y,, de los elementos son negativas, mientras que a la derecha son positivas 


(figura 3.5). 


4.9.3. Interpretación de los gráficos de los esfuerzos principales y del 
esfuerzo cortante máximo 


Los esfuerzos principales y sus direcciones son interesantes, en particular, porque estos 
están directamente relacionados con los esfuerzos críticos que debe soportar la estruc- 
tura. Los esfuerzos principales fueron calculados utilizando el método explicado en la 
sección 2.9.1 para cada uno de los puntos interiores de la viga. En la figura 4.23 se repre- 
sentan gráficamente los esfuerzos principales con colores y las direcciones de los vectores 
principales fueron indicadas utilizando la inclinación de la línea negra gruesa. 


Eje x (m) 


Figura 4.23. Esfuerzos principales en la viga analizada en la sección 4.9. 
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La pregunta que surge es la siguiente: ¿cómo interpretar los gráficos de los esfuer- 
zos normales (0,),, y (02), con las líneas mostradas? Supongamos por un momento 
que la viga está hecha de concreto reforzado. Según Nawy (2008), el concreto soporta 
unos esfuerzos de compresión f'c; el esfuerzo máximo a tracción que puede aguantar 
está entre 0.10 y 0.20 de f'c y el esfuerzo cortante máximo que puede soportar oscila 
entre 0.20 y 0.85 de f'c (este último valor se obtiene en el ensayo de corte directo). De 
estos valores se observa que el concreto es especialmente débil soportando tracciones 
y, por esta razón, dichas tracciones son soportadas por el refuerzo. Como los esfuerzos 
máximos (0,),, en este caso son positivos (tracción) y tienen una inclinación 0 repre- 
sentada por la pendiente de las líneas gruesas del gráfico, la forma óptima para ubicar 
el refuerzo de acero sería en la misma trayectoria de dichas líneas, como se ilustra en la 
figura 4.24 con líneas rojas continuas. No obstante, esto es complicado desde el punto de 
vista constructivo, por lo que generalmente el refuerzo a tracción en las vigas se ubica ya 
sea como varillas sin doblar o como aparece en la figura 4.25; recuerde, de todos modos, 
que parte del refuerzo a tracción en las vigas postensadas lo conforma un sistema de 
cables, los cuales se ubican de forma “parabólica” siguiendo, en lo posible, la trayectoria 
mencionada. 


Líneas de tracción 


dl a Líneas de compresión 


Figura 4.24. Líneas de tracción y de compresión en la viga analizada en la sección 4.9. A 
estas líneas se les conoce también como las trayectorias de los esfuerzos o líneas isostáticas. 
Observe que las líneas de tracción y de compresión son mutuamente ortogonales. 


Por otro lado, observemos en la figura 4.26 el patrón de agrietamiento de una viga 
simplemente apoyada, hecha de concreto reforzado, que está sujeta a dos cargas puntua- 
les de igual magnitud ubicadas en el tercio de luz. Como el concreto es mucho más débil 
ante esfuerzos de tracción que ante esfuerzos de cortante, las grietas en la estructura de- 
ben aparecer porque el material falla primero por tracción; estas grietas se manifiestan 
en el plano ortogonal a las líneas, con inclinación 0,, que indican la dirección de las ten- 
siones máximas (esta trayectoria coincide con la dirección del esfuerzo normal (0), 
siempre y cuando este esfuerzo supere la resistencia máxima a tracción del concreto f;), 
tal y como se discute en Wight (2016, sección 3.4, p. 83). Dichos planos contienen los vec- 
tores que indican la dirección del esfuerzo normal (0). y, de donde se concluye que las 
inclinaciones de los esfuerzos normales mínimos (0>),.,, esto es 0, en el caso de tensión 
plana, representan básicamente cómo se agrietaría la estructura (las grietas formadas se 
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conocen como grietas por tensión diagonal), solo cuando el esfuerzo (0; ). y asociado sea 
a tracción. 

Dela gráfica de (Tmáx) , y se observa que los esfuerzos cortantes máximos se presentan 
hacia el centro de la luz y tienen una inclinación aproximada de 45” y 135”. Es importante 
tener en cuenta que aquí se hace referencia al esfuerzo cortante 7, (0) descrito por la 
ecuación (2.31), y no al esfuerzo cortante Txy = T,(0”). Recuerde que el concreto se 
agrieta primero debido a la tracción y no a la acción del esfuerzo cortante, por lo que 
en la estructura mostrada no aparecen grietas producidas por sobrepasar los esfuerzos 
cortantes. En conclusión, no debe hablarse de fallas por esfuerzo cortante, sino de grietas 
por tensión diagonal en la viga ilustrada, ya que las grietas inclinadas que se presentan en 
las zonas de fuerza cortante considerable son en realidad grietas de tracción en planos 
inclinados. Una falla de esfuerzo cortante propiamente dicha podría presentarse en la 
cara de contacto entre dos elementos de una viga compuesta, donde el esfuerzo cortante 
en dicha cara pueda exceder la resistencia al deslizamiento relativo de los dos elementos; 
otros casos de grietas por esfuerzo cortante pueden aparecer en las ménsulas. 

La gráfica del esfuerzo cortante (Tmáx ) , y está íntimamente relacionada con el criterio 
de falla de Tresca (ver, por ejemplo, Álvarez-Marín [2023a])). Esto nos dice que la gráfica 
de (Tmáx)y señala las ubicaciones donde el sólido tiende a fallar inicialmente. En efecto, 
observe que dichos esfuerzos cortantes son máximos en el centro de la viga, en la fibra 
superior e inferior, y esto se relaciona con el hecho de que en esta última ubicación es 
donde esperamos la primera grieta, y la fibra superior en el centro de la viga es donde 
esta eventualmente fallaría por aplastamiento del material. 

Continuando con la discusión, como el refuerzo óptimo sigue las trayectorias del 
esfuerzo (01). y, este mismo evitaría que en la viga aparecieran las mismas grietas por 
tensión diagonal; en ese caso, en una situación ideal, no se requerirían flejes en la estruc- 
tura para controlar las fuerzas cortantes (aunque sí se necesitarían para ayudar a armar 


Barras longitudinales No hay separación 
dobladas hacia arriba 


Figura 4.25. Las varillas para soportar los esfuerzos cortantes T,y también puede 
proveerse al doblar una parte de las barras longitudinales, de modo que se ubiquen 
siguiendo las trayectorias indicadas por 0, (o A) en aquellas partes donde no se necesite 
refuerzo para resistir los esfuerzos de tracción en la parte inferior de la viga. De 
todos modos, la mayoría de diseñadores usan, por facilidad constructiva, los 
convencionales flejes verticales para controlar las grietas por tensión diagonal. 
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Figura 4.26. Grietas en una viga de concreto reforzado de 140 cm de longitud, 15 cm de altura y 
10 cm de ancho. La viga aquí mostrada es una doblemente reforzada (acero longitudinal 
superior e inferior); adicionalmente, tiene flejes en los tercios extremos, es decir, el tercio 
central de la luz no tiene flejes. Los apoyos están separados 120 cm y las cargas puntuales, las 
cuales son de igual magnitud, se aplicaron a 40 cm de los apoyos. En (a) se muestra el patrón de 
agrietamiento de dicha viga; en (b) se ilustra un acercamiento de la mitad derecha; la figura (c) 
muestra el ángulo de inclinación 0, para aquellas posiciones en las cuales el esfuerzo (01), y es 
mayor que la resistencia a tracción del concreto f;, es decir, (01) xy > f+. Dicho patrón de 
agrietamiento se calculó mediante un programa de elementos finitos, asumiendo que el 
material de la viga tiene un comportamiento lineal elástico. Observe que el patrón de 
agrietamiento de la viga coincide, en gran medida, con aquel dado por las inclinaciones 0); el 
modelado por elementos finitos no muestra las grietas en la zona superior de la viga, ya que 
dicho modelado está elaborado para un material en su estado elástico lineal, mientras que la 
viga mostrada se ensayó hasta su falla, que es un estado que no es ni elástico ni lineal. Estas 
fotografías fueron tomadas por el autor en el Laboratorio de Estructuras de la Universidad 
Nacional de Colombia, Sede Manizales; los ensayos fueron realizados por el profesor Juan 
Pablo Herrera Castaño y sus alumnos en el curso Diseño de Estructuras de Concreto 1. 
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el refuerzo, para resistir los esfuerzos producidos por la temperatura y para resistir, en 
parte, los esfuerzos por la retracción plástica del concreto).* 

Por último, es importante anotar que los diagramas mostrados en esta sección se em- 
plean para el diseño de estructuras de concreto por el modelo puntal-tensor (strut and 
tie model en inglés). El modelo puntal-tensor, reglamentado por la norma del American 
Concrete Institute ACI 318-19 en su capítulo 23 (o su equivalente en el Reglamento Co- 
lombiano de Construcción Sismo Resistente [NSR-10] en el apéndice C-A), es un modelo 
de diseño de estructuras de concreto reforzado que considera que el refuerzo requerido 
en una sección en particular no solo depende de los momentos de flexión, de torsión y 
fuerzas cortantes en dicha sección, sino que abarca también la acción de los esfuerzos 
principales que actúan en la estructura de concreto. El modelo puntal-tensor utiliza los 
diagramas de trayectorias de esfuerzos (ver, por ejemplo, la figura 4.23) que llevan la 
fuerza hacia los apoyos para definir una cercha ficticia dentro de la estructura, la cual 
se debe dimensionar adecuadamente para resistir las solicitaciones de la estructura de 
concreto. Esta técnica hace, por lo tanto, uso extensivo de diagramas similares a los mos- 
trados en esta sección, especialmente en aquellas regiones de la estructura donde existe 
una distribución no lineal de las deformaciones (por ejemplo, en vigas de gran altura, 
ménsulas, etc.). Para mayor información sobre esta técnica de diseño de estructuras de 
concreto, se refiere al lector a Nilson et al. (2003) y Nawy (2008), entre otros. 


4.9.4. Relación de los diagramas de colores de una viga con sus 
diagramas de fuerza cortante y momento flector 


El lector se preguntará cómo se pueden relacionar los diagramas de fuerza cortante y 
momento de flexión para la viga mostrada a partir de las ecuaciones de 0, y Tyy. Efecti- 
vamente, existe una relación que esclareceremos en esta sección. 

Se utilizarán las siguientes convenciones para la elaboración de los diagramas de fuer- 
za cortante y momento de flexión: la fuerza cortante positiva es f mu | y la negativa 
es | == |, mientras que el momento de flexión positivo es aquel que produce tracción 
en la fibra inferior de la viga O) a () y el negativo es el que produce tracción en la 
fibra superior de la viga O) ma (7). La fuerza cortante se puede obtener a partir de la 
función 7,, utilizando la fórmula 


V(x) = - a dz dy, (4,45) 


66 Las grietas por retracción plástica son un tipo de fisuras que se forman en la superficie del concreto 
fresco después de su vaciado y mientras permanece en estado plástico; estas son bastante comunes 
en las superficies horizontales como las losas. Estas grietas se deben prevenir con una buena técnica 
de curado y, opcionalmente, con fibras adicionadas al concreto. 


ES 
¡01] 
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y el momento de flexión a partir de 0, mediante 


M(x) = - f frotar) dz dy (4.46) 


para x € [-L, L]. Dichas integrales se resolvieron fácilmente con el código de Maxima: 


I : 2x03/3$ 

to: 1s$ 

txy : -(q/(2x*x1))x(c72 - y02)x*x$ /* ec. (4.44d) x*/ 
Vx : -integrate(integrate(txy, Z, 0, t), y, -C, C); AE (AA O) ES 


sx : -(qdist/(2*1))*(x"2x*xy - 2*y73/3 + 2*c"2xy/5 - L“2x*y)$ /* ec. (4.44a) x*/ 
Mx : -integrate(integrate(y*sx, z, 0, 1),y, -C, C); /x ec. (4.46) x/ 


dando como resultado las ecuaciones: 
V(x) = qx M(x) = 5 (12-x) 


para x € [-L, L] (figura 4.27). Este resultado coincide con las fórmulas de los diagramas 
de fuerza cortante y momento de flexión obtenidas mediante los métodos aprendidos en 
el curso de Estática (por favor compruébelo). Tenga en cuenta que en el código anterior el 
comando integrate(txy, z, 0, t) seutiliza para resolver la integral definida Je Tay UE, 


4.9.5. Disposición de los flejes si la viga estuviera hecha con concreto 
reforzado 


El lector se preguntará lo siguiente: si de acuerdo con la figura 4.23 el esfuerzo cortante 
máximo T.»¿x es mayor en el centro de la viga, y si se supone que los flejes se colocan 
para resistir los esfuerzos cortantes en la viga, entonces para la viga mostrada, ¿por qué 
se colocan los flejes cerca de los apoyos y no en el centro donde Tn4x es máximo? 

El refuerzo dentro de una viga de concreto reforzado se ubica con el fin de prevenir su 
agrietamiento, el cual se produce por la acción de los esfuerzos de tracción ortogonales 
al plano de la grieta. De acuerdo con la figura 4.23, en el centro de la luz los esfuerzos de 
tracción asociados a (01), fracturan con mayor facilidad el concreto que los esfuerzos 
cortantes máximos (Tmáx),y presentes en la fibra inferior del centro de la luz, por lo 
que (01), domina el modo de falla en el centro de la luz. Por otra parte, cerca de los 
apoyos, tanto los esfuerzos (01), como los esfuerzos (Tmáx),y están dominados por los 
esfuerzos cortantes T,: por ejemplo, considere el punto con coordenadas (-2.5, 0). En 
virtud de las ecuaciones (4.44a), (4.44b) y (4.44d), los esfuerzos en dicho punto están 
dados por 0, = 0 kPa, 0, = -5 kPa y T,y = -37.5 kPa, por lo que (0,),, = 40.08 kPa y 
(Tmáx)xy = 37.58 kPa. Si suponemos por un momento que T,, = O kPa, tendremos que 
(01),y = 5 kPa y (Tmáx)xy = 2.5 kPa; por lo tanto, T,, contribuye al 93.6% del esfuerzo 
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Diagrama de fuerza cortante 
T T 


V(x) [KN] 


Diagrama de momento de flexión 
T 


M(x) [kN-m] 


Eje x [m] 


Figura 4.27. Diagrama de fuerzas cortantes V y momentos de flexión M en la viga 
analizada en la sección 4.9. Recuerde que la carga aplicada es q = -10 kN/m. 


principal (0;)., y al 99.8% del esfuerzo (Tmáx). y en el punto con coordenadas (-2.5, 0). 
Esto quiere decir que en los extremos de la viga los esfuerzos de tracción (0; ),, son los 
que producen la grieta de tensión diagonal y los esfuerzos Tmáx provienen principalmente 
de Tes 

Una medida de intensidad del esfuerzo cortante 7, en una sección de la viga está 
dada por la ecuación (4.45), la cual describe el diagrama de fuerza cortante V (x); esta 
es la razón por la que los métodos tradicionales para el diseño de los flejes en las vigas 
de concreto reforzado se basan en los diagramas de fuerza cortante, puesto que como 
se discutió T,y domina los esfuerzos máximos (01) xy y (Tmáx) xy presentes cerca de los 
apoyos de la viga. 

De esta manera, podemos concluir que la disposición de los flejes en una viga de 
concreto reforzado depende en gran porcentaje de los esfuerzos 7, , los cuales se resu- 
men en el diagrama de fuerza cortante de una viga por medio de la ecuación (4.45). Estos 
esfuerzos cortantes T,y dominan los esfuerzos principales (0,)..y que son los directos res- 
ponsables de la fisuración de la viga de concreto reforzado; de este modo, los flejes no se 
utilizan para controlar los esfuerzos cortantes máximos como muchos podrían inocen- 
temente pensar. Por esta razón, los métodos para diseñar los flejes utilizan el diagrama 
de la fuerza cortante de la viga. Se refiere al lector a Nilson ef al. (2003) o a Nawy (2008) 
para mayor información al respecto. 
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4.9.6. Código de Matlab empleado para generar las figuras 


El código de Matlab con el que se crearon las figuras que se muestran en esta sección se 
presenta a continuación: 


% Propiedades geométricas de la viga 
= 0.50; % [m] altura = 2xc 
3.0; % [m] luz = Dell 


o) 
!l 


% Se calcula la inercia I = bxh?*3/12, con b=1 y h=2c 
= (2*c73)/3; 


H 


% Carga aplicada 


q -10.0; % [KN/m] 

% Propiedades del material 

E = 21000000; % [kPa] = 21GPa 

nu = 0.23; % coeficiente de Poisson 
G =E/(2x(1 + nu)); % módulo de cortante 


% Se crea la grilla de puntos donde se harán los cálculos 
[x,y] = meshgrid(linspace(-L,L,21), linspace(-c,c,15)); 


% Se definen los esfuerzos (en tensión plana sz = txz = tyz = 0), ecs. (4.44) 
sx = -(q/(2*1))x(x.02.xy - 2xy.03/3 + 2xC"2x*y/5 - L“2x*y); 

sy = -(q/(2*x1))x(y.03/3 - c02xy - 2xc73/3); 

txy = -(q/(2*1))*(c%2 - y.72).*xX; 


% Se calculan las deformaciones, ecuaciones (4.34) 


ex = (1/E)x*x(sx - nuxsy); 
ey = (1/E)*x(sy - nuxsx); 
ez = -(nu/E)x(sx + sy); 
gxy = txy./G; 


% Se calculan los esf. principales, los esf. cortantes máximos y sus ángulos 
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).*2 + txy.?%2); 

sl = (sx+sy)/2 + tmax; ll 
s2 (sx+sy)/2 - tmax; t2 


atan2d(2xtxy, Sx-Sy)/2; 
tl + 90; 


% Figuras de los esfuerzos 

figure; 

subplot(3,1,1); dibujar_esf_def('Xsigma_x_[kPal', Xx, y, SX); 
subplot(3,1,2); dibujar_esf_def('1sigma_y_[kPal*, Xx, y, Sy); 
subplot(3,1,3); dibujar_esf_def('1tau_(xy)_[kPal”, x, y, Ttxy); 


% Figuras de las deformaciones 
figure; 


subplot(4,1,1); dibujar_esf_def('Mepsilon_x', X, Y, ex); 
subplot(4,1,2); dibujar_esf_def('Mepsilon y', X, Y, ey); 
subplot(4,1,3); dibujar_esf_def('Mepsilon_z', X, Y, €z); 
subplot(4,1,4); dibujar_esf_def('1gamma_(xy) _[rad]*, Xx, Y, 9Xy); 


hu 
Y 
00 
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% Figuras de los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máximo 
figure; 

subplot(3,1,1); 

dibujar_esf_def('(Asigma_1)-(xy)_[kPal',  x, y, sl, t1; 


subplot(3,1,2); 
dibujar_esf_def(' (Xsigma_2)-(xy)_[kPa]', SI (t2)) ; 


subplot(3,1,3); 
dibujar_esf_def('(1tau_(máx)) (xy) _[kPa]', x, y, tmax, (£t1+45, t1-45)); 


%% Función para graficar los esfuerzos y las deformaciones 

function dibujar_esf_def(titulo, x, y, var, angulos) 
pcolor(x, y, var) % se hace el gráfico de colores 
shading interp suavizar los colores 


hold on en el lienzo se harán más gráficos 
contour(x, y, var, 20, 'k') % dibujar 20 curvas de nivel negras 
colorbar colocar una barra de color 


colormap jet 
xlabel('x_[m]”') 
ylabel (titulo) 
axis equal tight 


con los colores "jet" 
título del eje X 

título del eje Y 

ejes iguales y ajustados 


IS IS 


if nargin == 5 % si la función se llama con cinco parámetros 
esc = 0.3; % escala para hacer las líneas de la inclinación 
ax = axis; %se lee el [xmin xmax ymin ymax] de la gráfica actual 
for i = 1:length(angulos) 
% se indica la flecha de la dirección principal 
quiver(x, y, ... 
cosd(angulos(i)), sind(angulos(i)),... 
Co % con una escala esc 
Kia % de color negro 
'"ShowArrowHead','off',... una flecha sin cabeza 
"LineWidth',2, con un ancho de línea 2 
'"Marker',?'.?”) y en (x,y) dibujar un punto 


, 


y 


% la misma flecha girada 180 grados 
quiver(x,y, ... 
cosd(angulos(i)+180), sind(angulos(i)+180), esc, 'k', 
'"ShowArrowHead','off', 'LinewWidth',2, 'Marker”,'.”) 
end 
axis(1.10*ax); % se amplían los ejes a graficar en un 10% 
end 
end 
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4.10. Modificación de la ley de Hooke para tener en 
cuenta los efectos térmicos en el caso de materiales 
isótropos 


Hasta el momento, la discusión acerca de la ley de Hooke ha considerado únicamente 
situaciones en las que la temperatura del sólido analizado es constante. Sin embargo, exis- 
ten casos prácticos en los cuales la temperatura puede variar dentro del sólido. Este tipo 
de problemas suceden, por ejemplo, cuando se analizan procesos de soldadura, hornos, 
tuberías de enfriamiento, etc. Estos gradientes de temperatura inducen en el sólido una 
variación de las deformaciones que analizaremos a continuación. 

Cuando un cuerpo se calienta, sus moléculas se empiezan a mover más y más y, por 
consiguiente, tienden a separarse; en consecuencia, este empieza a dilatarse. Por el con- 
trario, si el sólido se enfría, sus moléculas tienden a juntarse y, por esta razón, el material 
se contrae. Supongamos que el sólido sufre un cambio de temperatura AT' = Tactual — To, 
el cual es la diferencia entre la temperatura actual del sólido Tactua y la temperatura de 
referencia T;, para la que no existen esfuerzos o deformaciones inducidas por la tempe- 
ratura. De acuerdo con lo visto en la sección 4.5, el cambio de volumen de un sólido se 
mide mediante la llamada dilatación cúbica e (ver ecuación [4.27]). Experimentalmente, 
se ha observado que la dilatación cúbica que presenta el sólido es proporcional al cambio 
de temperatura AT que este sufre, siendo ay la constante de proporcionalidad entre e y 
AT, es decir, 

Bda Vaer — V 

y 

dicha constante «y se conoce como el coeficiente de dilatación térmica volumétrica del 

sólido y es inherente a cada material. En un material isótropo, la dilatación y contrac- 

ción del sólido en todas sus direcciones es igual y, en consecuencia, etérmica ;= gtérmica = 

esjrmica = glérmicas por lo tanto, e = 3g'é'i% = qAT. La dilatación longitudinal del sólido 

en la dirección x, y o z estará entonces dada por gtérmica = 2L AT. El coeficiente a := Y 

se conoce como el coeficiente de dilatación térmica lineal; en la tabla 4.3 se presenta su 
valor para varios materiales de uso frecuente en ingeniería civil. 

De acuerdo con el principio de superposición, las deformaciones totales de un sólido 
se pueden expresar como la suma de las deformaciones elásticas, descritas por las ecua- 
ciones (4.3), y las deformaciones térmicas. Como los cambios de temperatura generan, 
en un material isótropo, una contracción o dilatación térmica en el sólido que única- 
mente provoca deformaciones longitudinales de valor «AT, entonces las deformaciones 
totales para un problema de elasticidad lineal isótropo tridimensional se calculan así: 


Sl ayAT; 


elásticas térmica 


1 
Ex = Ez + E == 5 (0 - VO, — voz) +a0AT 


 —_>=AAKAKX 
ecuación (4.3a) 
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Tabla 4.3. Coeficientes de dilatación térmica lineal, medidos a 20 “C 


Coeficiente de 
Material dilatación a 


(1076/2C) 
Acero 11-13 
Aluminio 23 
Caucho 77 
Concreto 12 
Hierro 11.1 
Vidrio 8.5 
ENE ¿elásticas + glérmica — 1 (o -v0.- vo ) +aAT 
y y y Es E y x z 
ecuación (4.3b) 
pa ado 1 
EAS > (0, - vo, — voy) +aAT (4.47) 
 —_ > 
ecuación (4.3c) 
2 (1+ v) 
Yyz = Tyz 
E 
2 (1+ v) 
xz — TE? xZ 
2(1+v 
Yxy = N Txy5 
E 


estas ecuaciones se pueden escribir en notación indicial como 


1 
[G E v)0;; = vÓ¡¡Ogx] + aATO;;. 


u= 4 


Al despejar los esfuerzos de las ecuaciones anteriores, resulta: 


EaAT 
A 2G x x =G e 
10] e+ A Tay Yxy 
EaAT 
0, = le +2Ge, + a e = Vaz (4.48) 
2v-1 
EaAT 
0, = le +2Ge, + > Tyz = GY ye 


estas seis ecuaciones se pueden empaquetar en la única ecuación: 


EaAT 
Oj = MO ¡Ek + 2G €; + 10% 
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si se usa la notación indicial; adicionalmente, se deja como ejercicio al lector demostrar 
que estas ecuaciones se pueden escribir de forma matricial como 


(4.49) 


donde el representa el llamado vector de deformaciones iniciales por temperatura: 


térmica 
€x 

térmica 
€ 

Y . 
E nes 


y D es la matriz constitutiva que aparece en el sistema de ecuaciones (4.17) (tenga cuida- 
do de no utilizar la ecuación (4.18), ya que esta no es válida para materiales isótropos). 
La relación constitutiva (4.49) se conoce a veces en la literatura como la ecuación de 
Duhamel-Neumann”” para el caso de materiales isótropos. 

Debe tenerse en cuenta que, para materiales anisótropos, los cambios de temperatura 
también pueden producir deformaciones angulares en el material. Se refiere al lector a 
Sadd (2005, sección 4.4) si desea conocer cómo es la ley de Hooke teniendo en cuenta 
los efectos térmicos para el caso de materiales anisótropos. 


4.10.1. Deformaciones térmicas en el caso de tensión plana 


Consideraremos en este caso un material ortótropo. Cuando se trata de tensión plana 
(0, = Tyz = Tyz = 0) las ecuaciones (4.32) se pueden expandir para las deformaciones 
térmicas, quedando: 


L _% 
Ex Ex E, 0 Ox Ox 
Y 1 
ty l=lE EÉÑ 0 Oy |I+AT|x, 
1 
Y xy 0 0 Gs) NTxy 0 


con las ecuaciones auxiliares y; = Y yz = 0 y 


Vxz Vyz 
e =-=Ho0- $ 


0, + Ara 
E, E, y Zz) 


67 En honor al matemático y físico francés Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872) y del mineralo- 


gista, físico y matemático alemán Franz Ernst Neumann (1798-1895). Este último fue el padre del 
famoso matemático alemán Carl Gottfried Neumann (1832-1925). 
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donde 4.,, a, y a, son los coeficientes de dilatación térmica lineal en las direcciones x, y 
y z, respectivamente. Esta formulación puede escribirse como a = Dip(€ — €), siendo 


el vector de deformaciones iniciales por temperatura y Dr:p la matriz constitutiva del 


sistema de ecuaciones (4.33). 
Resolviendo para los valores de 0,, 0, y T,, se encuentra 


Ox 1 Ez  ExVyx 0 Ex 
Oy LE TR E,Vxy E, 0 € y 
Tos y YN 0 0 (1 vyyWyx) Gay) NY xy 
AT AxEz + A,yVxyEy 
- — | a,E,+0,Vrx Ex], 
1 Ye V ya yy 6 yxEx 


que en el caso de un material isótropo se reduce a 


Ox E lv 0 Ex Ea AT 1 
0, |= 17 vil 0 Ey | - 0 
Tay 0.0 2 Vey 0 


4.10.2. Deformaciones térmicas en el caso de deformación plana 


Consideraremos en este caso un material isótropo. Recuerde que en estas condiciones 
Ez = Yxz = Y yz = 0. Por lo tanto, al reemplazar dichos valores en las ecuaciones (4.47) se 


deduce que 

1 

E E (o, =Y0y= voz) +aAT 
1 

E) =$ (o, = YOz — voz) +aAr 
1 

0 = y (0. - vos — vo,) +aAT 

Yyz=0 

Vxz = 0 
2 (1+ v) 

xy = E Txy5 


de la tercera ecuación se obtiene 


0, =V (o, + 0,) - EXAT, 


4, RELACIONES ENTRE LOS ESFUERZOS Y LAS DEFORMACIONES 


y sustituyendo en las dos primeras se encuentra 


e=¿[(1-)0-v(1+v) 0) + (1+1)087 

ey= ¿[(1-%)0,-v(1+v)0] + (1+v) 087 
2(1+ 

Yxy = a e 


Resolviendo para 0, 0, Y Tyy Se tiene 


0 = A [6 - (1+ v)aAT) + — (e, - (1+ )aar)| 
0 [lo (+07) +2 (e- (+)247)] 
E 


Fa 2 


y en forma matricial ud = D(e — e), siendo 


1 
e =(1+v)aAT| 1 


0 


el vector de deformaciones iniciales por temperatura y D la matriz constitutiva del siste- 
ma de ecuaciones (4.39). 


Finalmente, debe señalarse que las ecuaciones deducidas en esta sección son válidas 


para el rango de temperatura para el cual el módulo de elasticidad E, los coeficientes de 
Poisson v y dilatación térmica lineal « puedan considerarse constantes. 


Ejemplo 4.2. Dos pastillas sometidas a un esfuerzo vertical 


Considere dos pastillas cuadradas que están perfectamente confinadas dentro de una 
caja de 10 cm de arista interior, tal y como se muestra en la figura 4.28. Cada pastilla 
está hecha de un material elástico, lineal, homogéneo e isótropo. La pastilla 1 tiene una 
altura h, = 25 cm, un módulo de elasticidad E, = 700 MPa, un coeficiente de Poisson 
v, = 0.32 y un coeficiente de expansión térmica lineal a, = 77 x 107%/"C. La pastilla 
2 tiene h, = 12 cm de altura, un módulo de elasticidad E, = 400 MPa, un coeficiente 
de Poisson v, = 0.20 y un coeficiente de expansión térmica lineal «4, = 9 x 107%/"C. 
Supongamos que el material incrementa su temperatura en AT =15*C. 

Asumiendo que no existe rozamiento entre la caja y las pastillas, determine cuál 
es el esfuerzo 0, que se debe aplicar de modo que el acortamiento del conjunto de 
las dos pastillas, en dirección z, sea de 1 mm, esto es Ah = —1 mm. Repita el cálculo 
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4.10. MODIFICACIÓN DE LA LEY DE HOOKE PARA TENER EN CUENTA LOS EFECTOS... 


Pastilla 1 


10 cm 
?í_ —Ad[ñ=—>5á>= <> —————áÁ 


Figura 4.28. Sólido referido en el ejemplo 4.2. 


ahora asumiendo que las pastillas simplemente están apiladas una sobre la otra, pero 
no están dentro de la caja, o sea, no están confinadas lateralmente. 


Solución 


La ley de Hooke, para el caso de un material elástico lineal isótropo sujeto a deforma- 
ciones térmicas, está dada por las ecuaciones (4.48). Como la caja está confinada lateral- 
mente, entonces no existe deformación en las direcciones x y y, por lo que e, = e, = 0 y 
la dilatación cúbica se reduce a e = e. Al reemplazar estos valores en la ecuación (4.48) 


para 0, es decir, 0, = le +2Ge, + £%2, obtenemos o, = (1 +2G)e, + $2 o alternativa- 
mente: 
BE. e 
z 2v-1 z 
Ez = = (4.50) 
*= "1226 da 


donde c = 4% yg =1+2G. 


2v-1 
Se sabe que el desplazamiento vertical del conjunto de dos pastillas es Ah, distancia 


que resulta al sumar los cambios de altura de cada una de las dos pastillas. De este modo, 


Ah = €) e Ez; (4.51) 


aquí e, y e, resultan al particularizar (4.50) para cada uno de los materiales. Despejando 
0, de la ecuación (4.51), con la ayuda del siguiente programa de Maxima, 


ezl1 : (sz - c1)/d1$ 
ez2 : (sz - C2)/d2$ 
solve(dh = ezlxh1 + ez2xh2, sz); 


obtenemos que el esfuerzo 0, para que el conjunto de las dos pastillas se desplace verti- 
calmente una distancia Ah es 


LE d,ch; an d¡c,h, + d,d,Ah 
de dh, + d,h, 


donde c; = Ear, ) = O dí = 4; +2G; y d) = 1, + 2G). Al reemplazar los valores 


numéricos en la ecuación anterior, usando el siguiente programa de Matlab: 


> 


4, RELACIONES ENTRE LOS ESFUERZOS Y LAS DEFORMACIONES 


h1 = 0.25; %[m] altura de la pastilla 1 

h2 = 0.12; *%[m] altura de la pastilla 2 

dh = -0.001; % [m] cambio de altura deseado 
dT = 15; Es [SE cambio de temperatura 


% Se definen las propiedades de los materiales 1 y 2 

El = 78; % [Pa] módulo de elasticidad 

nul = 0.32; % coeficiente de Poisson 

alphal = 77e-6; % [1/*C] coeficiente de dilatación térmica lineal 


E2 = 4e8; % [Pa] módulo de elasticidad 

nu2 = 0.20; % coeficiente de Poisson 

alpha2 = 9e-6; % [1/%C] coeficiente de dilatación térmica lineal 
% Se calculan las constantes lambda y G 

lambdal = Elx*nu1/((1 + nul)x(1 - 2xnul)); G1 = El/(2x(1 + nul)); 
lambda2 = E2*nu2/((1 + nu2)*x(1 - 2*nu2)); G2 = E2/(2x(1 + nu2)); 
% Se calculan las constantes cl, c2, dl y d2 

cl = Elx*alphalx*dT/(2*nu1 - 1); dl = lambdal + 2x*G1; 
c2 = E2xalpha2x*xdT/(2*nu2 - 1); d2 = lambda2 + 2x*G2; 


% Se calcula el esfuerzo sz requerido para lograr un desplazamiento dh 
sz = (d2x*c1x*h1 + d1x*c2xh2 + d1x*d2x*dh)/(d1xh2 + d2xh1) 


obtenemos que el esfuerzo necesario para que el conjunto de las dos pastillas se encoja 
verticalmente 1 mm es aplicar una compresión de 3.0502 MPa, o lo que es equivalente, 
una fuerza de 30.502 kN. 

Si asumimos ahora que la caja no está confinada lateralmente, entonces, 0, = 0, = 0, 
por lo que al emplear la ecuación (4.47), esto es e, = $ (o, =V0Í = voy) +aA T, tendremos 
que e, = E + aAT. Por lo anterior, la ecuación (4.51) se convierte en 


Ah = (E + 0187) hi + ($ + Ar) h», 
E E, 


de donde obtenemos con la ayuda del siguiente programa de Maxima: 


ezl : sz/El + alphalx*dT$ 
ez2 : sz/E2 + alpha2x*xdT$ 
solve(dh = ezlxh1 + ez2xh2, sz); 


que 
Ah - (ah, + a h,) AT 
Eh, + E, hi 

Al reemplazar los valores numéricos en la ecuación anterior se tiene que, para que el 
conjunto de las dos pastillas se encoja verticalmente 1 mm, es necesario aplicar un es- 
fuerzo a compresión de 1.98579 MPa, o lo que es equivalente, una fuerza de 19.857 kN. 
Obviamente, se requiere un esfuerzo o, más pequeño cuando el conjunto de pastillas no 
está confinado lateralmente. 


Oz = E¡E, 
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4.11. Ejercicios propuestos 


1. Investigue por qué la norma Nsr-10, en su artículo C.3.5.3.1, no permite el uso 
de acero corrugado de refuerzo fabricado bajo la Norma Técnica Colombiana 
NTC 245 ni ningún otro tipo de acero que haya sido trabajado en frío o trefilado. 


2. Considere un trozo rectangular de membrana (por ejemplo, un pedazo de un pa- 
racaídas) de 70 mm x 80 mm, como el mostrado en la figura 4.29. Este trozo está 
sujeto a los esfuerzos 0, = 30 kPa y 0, = 60 kPa. Sabiendo que las propiedades del 
tejido son E = 87 kPa y v = 0.34: 


po 


Figura 4.29. Pedazo de membrana referido en el ejercicio 2.. 


+ Determine el cambio de longitud en los lados: AB, BC y la diagonal AC. 


+ Calcule los esfuerzos y direcciones principales utilizando la matriz (2.36). 
Grafique el círculo de Mohr bidimensional asociado. 


+ Encuentre los esfuerzos y direcciones principales utilizando la matriz (4.36). 
Dibuje el círculo de Mohr tridimensional asociado. 


+ Compare las respuestas obtenidas. ¿Cómo se relacionan esos dos círculos de 
Mohr y ambos esfuerzos y direcciones principales? 


3. Considere el sólido mostrado en la figura 4.30. Este está hecho de un material para 
el cual E = 6.5 MPa y v = 0.35, y está sometido a una carga 0, = -20 kPa y a un 
esfuerzo 0, de magnitud no especificada. Se pide determinar: 


+ La magnitud del esfuerzo 0, para el cual el cambio de altura del bloque es 
cero. 


+ El correspondiente cambio del área de la cara superior del bloque. 


+ El cambio de volumen del sólido. 
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Figura 4.30. Sólido referido en el ejercicio 3.. Dicho sólido se encuentra apoyado sobre su 
cara inferior y su cara posterior (la de atrás que se encuentra sobre el plano yz). 


4. Para un estado de tensión plana: 0, = 10 Pa, 0, = 40 Pa y T,, = 20 Pa. Determine 
el esfuerzo cortante y el esfuerzo normal que se ejercen sobre una sección cuya 
normal está en el plano xy y forma un ángulo de 40” en el sentido antihorario 
con el eje y. Dibuje el círculo de Mohr asociado. ¿Qué esfuerzo actuaría sobre un 
plano cuyo vector normal se ubica a 120” medidos en el sentido antihorario sobre 
el eje x? 


5. Para un estado de tensión plana en xy, el esfuerzo normal máximo es de 20 Pa y 
el esfuerzo cortante máximo es de 15 Pa. Dibuje el círculo de Mohr para este esta- 


do de esfuerzos. ¿Cuál es el esfuerzo normal mínimo? ¿Cuáles son los esfuerzos 


normal y cortante sobre una sección cuya normal forma 60” en sentido antihora- 


rio con el eje del esfuerzo principal máximo? Si E = 20 GPa y v = 0.4, ¿cuáles 
son las deformaciones longitudinales máximas y mínimas y en qué dirección se 
producen? 


6. Q Utilizar Maxima para demostrar las ecuaciones (4.37) y (4.38). 


7. El campo de tensiones de cierto sólido sometido a tensión plana es 0, = x?, 0, = y?, 


Txy = xy. Calcule los esfuerzos y direcciones principales que actúan en el punto 
(0,1) y los esfuerzos normales y cortantes en el mismo punto sobre una sección 
normal al vector [2, 3]" utilizando el método de los valores y vectores propios de 
la matriz de tensiones. Proceda de igual forma para el punto (3,-2) y el vector 
[2, -4]". Grafique los círculos de Mohr respectivos. Suponiendo que todos los 


esfuerzos están dados en kPa y todas las distancias están expresadas en metros, si 


E = 20 GPa y v = 0.4, ¿cuáles son las deformaciones en cada uno de los casos 
anteriores? 
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8. 


10. 


Ji. 


12, 


13; 


14. 


4.11. EJERCICIOS PROPUESTOS 


Grafique los tres círculos de Mohr para cada uno de los siguientes estados: 


+. Compresión uniaxial 0, = 2 Pa. 


Esfuerzo hidrostático d = 4 Pa; en este caso, a = al. 

» Esfuerzo cortante simple 7, = 3 Pa. 

e Txy = 30 Pa, Ty, = —13 Pa. 

e 0, =-—2 Pa, 0, = 6 Pa, 0, = 12 Pa. 

En cada uno de los casos anteriores calcule, adicionalmente, los esfuerzos 
principales y su dirección, el esfuerzo cortante máximo y las normales a los 


planos sobre los que actúan los esfuerzos cortantes máximos. Asuma que las 
componentes de esfuerzo que no se mencionan son nulas. 


+ Si E = 20 GPa y v = 0.4, ¿cuáles son las deformaciones en cada uno de los 
casos anteriores? 


. Deduzca la ley de Hooke para materiales ortótropos sometidos a un estado de 


deformación plana. 


Deduzca los sistemas de ecuaciones (4.34), (4.35), (4.37) y (4.38) y expréselos en 
forma matricial. 


El llamado problema de Flamant (ver sección 6.13.3) consiste en la determi- 
nación de los esfuerzos en un sólido elástico seminfinito en un estado de esfuerzos 
como el mostrado en la figura 2.9 y sometido a la acción de una carga puntual lon- 
gitudinal de intensidad P. Con respecto a los ejes mostrados en dicha figura, se 
puede demostrar que las componentes del esfuerzo están dadas por 


ga 2Px?y Pm. 2Py? de 2Pvy 
RS ay) 
2 
Txy = (a+ py Txz = 0 Tyz = O. 


Calcule los esfuerzos máximos y las deformaciones en cualquier punto del cuerpo 
utilizando Maxima o Matlab y haga unos gráficos similares a los mostrados en la 
sección 4.9. 


Escribir un programa en Matlab para calcular el cambio de volumen de la 
viga analizada en la sección 4.9. Nota: se podría eventualmente utilizar la función 
integral3 para evaluar la integral (4.29). 


Vuelva a calcular el ejemplo explicado en la sección 3.2, suponiendo esta vez que 
la placa se encuentra en un estado de tensión plana. Asuma E = 90 MPa y v = 0.2. 


Un paralelepípedo rectangular de aristas 9 cm, 7 cm y 8 cm, se deforma de manera 
tal que estas adquieren las longitudes de 9.005 cm, 7.006 cm y 7.998 cm, respecti- 
vamente. Determine el valor de la dilatación cúbica. 
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15. Considere un sólido en un estado de tensión plana, con constantes conocidas v y 
E y con una condición de esfuerzos 0, = 0,. Demuestre que la dilatación cúbica 
para este sólido es e = (1 - 2v). 


16. a Concluya el ejemplo de la sección 4.9 haciendo los diagramas de las defor- 
maciones longitudinales y angulares máximas y mínimas de la viga considerada. 
¿Cómo se interpretarían los diagramas resultantes? 


17. A una estructura muy delgada, la cual se puede modelar por tensión plana, sele ins- 
talaron 3 galgas extensiométricas sobre la superficie xy, las cuales están ubicadas 
a una inclinación de A = 0%, B = 120%, C = 240”. Suponga que las deformaciones 
medidas por dichas galgas fueron: e4 = 5 x 107, eg = -7 x 107? y ec = 3 x 107*. Si 
la estructura se construyó con un material lineal elástico, isótropo y homogéneo 
con constantes E = 20 GPa y v = 0.1, estime la dirección en la cual se producen 
las deformaciones angulares máximas y su magnitud; adicionalmente, grafique los 
círculos de Mohr asociados a las deformaciones y esfuerzos. 


18. Demuestre la ecuación (4.49). 


4.12. Preguntas de control de lectura 


1. ¿Cuál es la diferencia entre un material con comportamiento elástico y otro con 
comportamiento lineal? 


2. Por favor, revise las notas de pie de página 10, 23, 25 y 29. ¿Es claro que la discusión 
del círculo de Mohr que se plantea en la sección 2.9.1 solo es válida para el caso de 
tensión plana? En este orden de ideas, ¿cómo relaciona usted las ecuaciones (2.61) 
con los vectores ñ, +13 y f,—ñ3? ¿En qué casos son aplicables las ecuaciones (2.61)? 


3. ¿Cuál es la razón del signo menos en las ecuaciones (4.1)? 


4. ¿Por qué se escribió en la página 133: se observa experimentalmente que al apli- 
car una deformación sobre un sólido” y no se observa experimentalmente que al 
aplicar un esfuerzo sobre un sólido”? 


5. ¿Por qué los valores del coeficiente de Poisson pueden variar únicamente entre —1 
y 0.5? ¿Qué implicaciones tiene que este valor sea negativo? ¿Qué relación tiene el 
coeficiente de Poisson con el módulo de compresibilidad? 


6. Calcule una expresión más exacta que la fórmula (4.29) para estimar el cambio de 
volumen de un sólido que está sometido a esfuerzos normales. 


7. Demuestre las ecuaciones (4.3). ¿Por qué se empleó el principio de superposición? 


8. ¿Cuál es el sentido físico que le da usted al módulo de rigidez G? 
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Jl. 


12. 


5 


14. 


15: 


16. 


17, 


18. 


19, 


20. 


4.12. PREGUNTAS DE CONTROL DE LECTURA 


Demuestre las ecuaciones de Lamé (4.14). Exprese estas ecuaciones en forma ma- 
tricial. 


¿Qué es tensión plana? ¿Qué hipótesis simplificadoras se hacen en este caso? ¿Qué 
representan dichas hipótesis físicamente? Particularice las ecuaciones (4.3) y (4.14) 
para este caso. Escriba dichas ecuaciones como un sistema matricial de tres ecua- 
ciones con tres incógnitas. 


¿Qué es deformación plana? Considere los mismos puntos que en la pregunta an- 
terior. 


¿Cuál es la diferencia entre tensión plana y deformación plana? 


Explique cómo varían los valores y vectores propios cuando se compara el caso 
bidimensional con aquel en el que se hace el análisis tridimensional de tensión y 
deformación plana. Explique, adicionalmente, cómo varían las direcciones y mag- 
nitudes principales y la dirección de los esfuerzos cortantes máximos. 


En el caso de tensión plana se tiene que Tyz¿ = 0 y Tyz = 0. ¿Implica esto nece- 
sariamente que Yxz = yz = O para una estructura hecha de un material elástico 
anisótropo? Justifique su respuesta. 


De acuerdo con la figura 4.23, ¿cómo diseñaría usted el refuerzo “óptimo” en la 
viga mostrada en la figura 4.20? Si la viga está fabricada con concreto reforzado, 
¿qué forma tendrían las fisuras que aparecen en esta viga? ¿Por qué? ¿Cómo sería 
la falla si la viga no tuviera refuerzo? 


¿Qué significan las figuras 4.21, 4.22 y 4.23? 


¿Es claro el porqué de las ecuaciones de fuerza cortante (4.45) y momento de fle- 
xión (4.46)? 


Explique cómo se podría deformar un material anisótropo para una condición de 
esfuerzos dada. 


En la calle se oye decir que los flejes se colocan para “resistir el cortante”. ¿De cuál 
cortante se habla: de la fuerza cortante o del esfuerzo cortante? ¿Por qué los flejes 
se diseñan utilizando el diagrama de fuerzas cortantes? ¿Qué tipo de falla evitan 
los flejes? Escriba minuciosamente todo lo que sabe al respecto. 


Explique por qué los desplazamientos y las rotaciones rígidas no producen esfuer- 
zos en el sólido. 
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CAPÍTULO 


Ecuaciones diferenciales fundamentales 
de la teoría de la elasticidad 


El material de este capítulo está explicado en los videos de 
YouTube que aparecen en la siguiente lista de reproducción: 


https://www.youtube.com/playlist? 
list=PLOq9elBrzPDGfTsu_6h0iZq47_PhC6QwR 


En el diseño de vigas, presas, fundaciones, pavimentos y otras estructuras se requiere 
conocer el estado de esfuerzos, deformaciones y desplazamientos en todos los puntos 
del sólido. Por lo tanto, es necesario plantear el siguiente problema: 


Dado un cuerpo sólido elástico (2, se desea conocer su estado de esfuerzos, 
deformaciones y desplazamientos en cada punto (x, y, z) € (, así como las 
reacciones en sus apoyos. 


Del problema se conocen los siguientes datos: 
+ La geometría del cuerpo. 
» El tipo y la ubicación de sus apoyos. 
+ Las propiedades elásticas del material. 
+ Las cargas que actúan sobre el sólido (fuerzas superficiales, fuerzas másicas). 


Para poder calcular el estado de esfuerzos, deformaciones y desplazamientos de di- 
cho cuerpo elástico, se requiere saber cómo varían los esfuerzos dentro del sólido; este 
comportamiento está descrito por las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio, que 
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derivaremos en la sección 5.1 y por las ecuaciones diferenciales parciales de compatibilidad, 
que derivaremos en la sección 5.2. Estas ecuaciones son las que resuelven los sofistica- 
dos paquetes de análisis estructural como Ansys, Comsol o Abaqus cuando se hace un 
estudio de los esfuerzos y deformaciones en el interior de un sólido, asumiendo que se 
utiliza un material que sigue la ley de Hooke.* 

A pesar de que las ecuaciones que veremos en este y en los siguientes capítulos solo 
son válidas para análisis elásticos y lineales, dichas formulaciones son más que suficien- 
tes para el diseño estructural usual de una oficina de ingeniería; únicamente en el diseño 
de estructuras especiales, en el análisis forense de estructuras y cuando se requiere deter- 
minar la capacidad portante de estructuras antiguas, es necesario emplear teorías más 
avanzadas que tienen en cuenta el comportamiento no lineal o no elástico del material, 
la formación de grietas y deformaciones de gran magnitud. 


5.1. Ecuaciones diferenciales de equilibrio 


Por simplicidad en las demostraciones, consideraremos el caso bidimensional; el caso 
tridimensional se demuestra análogamente. Queremos encontrar unas ecuaciones que 
nos permitan obtener la variación del esfuerzo de punto a punto como una función de 
la geometría, la carga y las condiciones de frontera con respecto a un sólido (2; para tal 
fin, suponga que el elemento esbozado en la figura 5.1, el cual tiene un espesor £ (no 
mostrado), se encuentra sometido a las fuerzas másicas X: Q > ¡R y Y : Q > IR. Tenga 
presente que X y Y son funciones de x y y, las cuales denotan las fuerzas másicas que 
se ejercen en las direcciones x y y, respectivamente. En la figura se observa claramente 
la variación en el espacio del esfuerzo al interior del sólido. Adicionalmente, como en el 
límite, cuando Ax > 0 y Ay => 0, el elemento se convierte en uno infinitesimalmente 
pequeño, de acuerdo con lo discutido en la sección 2.2.1 y la figura 2.2, los esfuerzos 
sobre cada una de sus caras tenderán, en el límite, a ser constantes y, por lo tanto, los 
esfuerzos se aproximarán por aquellos que se presentan en el centro de cada una de las 
caras; por esta razón, por ejemplo, el esfuerzo cortante T,, representativo sobre la cara 
BC es Tyy (x + Ax, y + 2. 

Como el elemento se encuentra en equilibrio estático, hacemos sumatoria de fuerzas 
en x y y, respectivamente, e igualando a cero, obtenemos: 


(o, (x+Ax, y + 2) - 0 (x, y + 2) Ayt 
+ (Toy (x+ E, y+Ay)-T:y (13 +, y)) Axt 
+X(x+%, y+ 2) AxAyt=0 


y 


68 Tenga en cuenta que en ocasiones estos paquetes utilizan un enfoque diferente pero equivalente, 


llamado el principio del trabajo virtual (ver, por ejemplo, Álvarez-Marín [2023a)). 
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5.1. ECUACIONES DIFERENCIALES DE EQUILIBRIO 


Figura 5.1. Condiciones de equilibrio de un elemento rectangular cualquiera en el interior 
del sólido (2. Observe que las fuerzas másicas también varían en el espacio. Este elemento 
tiene un espesor £ no mostrado y un tamaño grande, que no es infinitesimal; esto en 
contraposición al elemento mostrado en la figura 2.2 que sí tiene un tamaño infinitesimal. 


(y (x + Ax, y + Y) - Tay (3, y + 2)) Ayt 
+(0,(x+2%, y+Ay)-0,(x+ 2, y)) Axt 
+Y (x+%, y + 2) AxAyt=0. 


Dividiendo ambas ecuaciones entre AxA yt y tomando límites cuando Ax y A y tienden 
a cero, resulta: 


0 (x+4Ax, y +2) - 0% (2, y +2) 


lím 
Ax>0 Ax 
Ay=>0 
Ax Ax 
Tay la + 2, y + Ay) ty (x + 2, y) 
+ lím 
Ax>0 Ay 
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+ lim X(x+% y+3%)=0 
Ay=>0 
Tay (x+ Ax, y+ 2) — Tay (x, y + 22) 
¡[e EE, E EE ES PE 
Ax=>0 Ax 
Ay=>0 
A oy (x + 2, y + Ay) > 0y (x+ 2, y) 
Ax>0 Ay 
Ay=>0 


, Ax Ay 
+ lím Y (x+ +2) =0; 
Ax=>0 ps y a ] 
Ay=>0 
finalmente, utilizando la definición de derivada, obtenemos el siguiente sistema de ecua- 
ciones para un problema planteado en dos dimensiones: 


D0s(x, y) , OTxy(%, y) 
Ox oy 


+ X(x,y)=0 (5.1a) 


OTzy (xy)  d0y(x, y) 
Y(x, = (0) ll 
em de > + YX.) = 0 (5.1b) 


Es fácil demostrar que, en el caso tridimensional, el sistema de ecuaciones diferen- 
ciales parciales resultante sería: 


ACA sl O) ñ Ez) 
Ox oy OZ 

da d0,(x, y, OT Ax, y, 

peto a : pe . Epi, + Y(x,y,2)=0 (5.2b) 


O E (5.2a) 


Ox dy Oz 


E a a) 
Z(x,y,z) =0; 2 
RE (5.2c) 


estas fórmulas se conocen como las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (in- 
terno) y se deben satisfacer en todos los puntos del cuerpo; como su nombre lo indica, 
estas fórmulas expresan el equilibrio de fuerzas en las direcciones x, y y z en todos los 
puntos interiores del sólido. Dichas ecuaciones fueron propuestas por el matemático e 
ingeniero civil francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) en 1829. 

Observe que en el caso bidimensional tenemos tres incógnitas (0,, 0, Y Txy), pero 
solo las dos ecuaciones (5.1); por otro lado, en el caso tridimensional tenemos las tres 
ecuaciones (5.2) y las seis incógnitas 0, Oy, Oz, Txy> Txz Y Tyz» por lo que el problema es 
estáticamente indeterminado (o hiperestático) y para su solución debemos considerar la 
deformación elástica del sólido, de cuyo estudio nos ocuparemos en la sección 5.2. 
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Cuando la única fuerza másica actuante es el peso propio, entonces, X(x, y,z) = 
0, Y(x,y,z) = —p(x, y,z)g y Z(x, y,z) = 0, donde p denota la masa por unidad de 
volumen del sólido (densidad del material del que está hecho el sólido) y g := 9.81m/s” 
representa la aceleración de la gravedad (ver sección 1.5); de este modo, las ecuaciones 
(5.2) se particularizan a 


DO, (x, y, z) , OTgy(X, y, 2) A Otal) 


=0 
Ox oy Oz 
Or) (29,2) DO (29,2) , Orya(%,y,2) 
=plx,y,z)g=0 
e Y p(x, y, 2)g 
1) Z »/> z »/y> 
OT yz) de Ty (x y z) + 00. (x y z) = 0. 


Ox dy Oz 


En la sección 5.5.2 presentaremos un enfoque alternativo para deducir las ecuaciones 
diferenciales parciales de equilibrio. 

Es conveniente anotar que las ecuaciones (5.2) se pueden escribir en notación indi- 
cial como 

Oj, + b; =0 

para i, j =1,2,3. Aquí el subíndice *5” después de la coma significa que se está derivando 

/ . E % 0 / E 
el término 0;; con respecto a la variable ¡ (o sea, g; := di además, como hay repetición 
de índices, existe una sumatoria que se debe tener en cuenta de acuerdo con la notación 
de Einstein. La ecuación anterior se puede también escribir en notación vectorial como 


V:a+b=0 


o como 
diva +b=0, 


donde b denota el vector de fuerzas másicas b =[X, Y, Z]”. 

Las ecuaciones de equilibrio son muy generales y aplicables en el análisis de esfuer- 
zos de cualquier sólido, independientemente del material constitutivo (elástico, plástico, 
etc.), ya que solo se utilizó en su deducción el equilibrio de fuerzas. Observe que la única 
restricción que utilizamos es que los esfuerzos son funciones derivables y continuas con 
respecto a la posición. 

Por último, se deja como ejercicio al lector completar el análisis haciendo sumato- 
ria de momentos igual a cero en el elemento rectangular considerado (observará que 
obtiene 0 = 0 o alternativamente T,, = Ty, en caso de que hubiera considerado dichos 
esfuerzos cortantes). 


5.2. Ecuaciones de compatibilidad 


Recordemos que deseamos encontrar una formulación matemática que nos permita de- 
terminar las componentes de la matriz de tensiones en cada punto del sólido, asumien- 
do que son conocidas las distribuciones de las cargas superficiales y las fuerzas másicas. 
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Hasta el momento hemos determinado, en el caso bidimensional, las ecuaciones dife- 
renciales de equilibrio (5.1), las cuales conforman un sistema de dos ecuaciones con tres 
incógnitas (0,, 0, y Txy), por lo que se hace necesario buscar otra igualdad que complete 
el sistema de ecuaciones y así poder resolver el problema de distribución de esfuerzos en 
un cuerpo sólido bidimensional cualquiera; veremos que esta ecuación será la ecuación 
diferencial (5.6). Por otro lado, en el caso tridimensional tenemos seis incógnitas (0, 0,, 
Oz, Txy> Txz Y Tyz), pero apenas las tres ecuaciones (5.2). En esta sección veremos que estas 
ecuaciones se complementan con las ecuaciones (5.7), para determinar completamente 
el estado de esfuerzos y deformaciones del sólido en consideración. 


5.2.1. Ecuaciones de compatibilidad en dos dimensiones expresadas 
en términos de deformaciones 


Según lo visto en la sección 3.2, en dos dimensiones se tiene que 
— du . 
dx” 
y derivándola dos veces con respecto a y, obtendremos: 
de, Pu 
dy?  dxdy? 


€x 


(5.3) 


También tenemos en dos dimensiones que 
ov 
dy” 
y derivándola dos veces con respecto a x, tendremos: 
e, By 
dx?  dydx? 


gy 


(5.4) 


Finalmente, recordemos que 


_ ou Ñ dv 
1 y 0x' 
y derivándola una vez con respecto a x y luego una vez con respecto a y, resultará: 
Y yy _ %u oy 


dxdy  9x0y? ? dydx?' 


Si observamos detenidamente, veremos que la ecuación (5.5) es igual a la suma de 
las ecuaciones (5.3) y (5.4); esta igualdad es la denominada ecuación de compatibilidad 
bidimensional en términos de deformaciones 


(5,5) 


(5.6) 
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Esta última ecuación, junto con las ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.5), nos indican que los 
desplazamientos u y v deben ser funciones continuas y derivables, cuyas primeras dos de- 
rivadas parciales mixtas son continuas. Adicionalmente, dicha ecuación es únicamente 
aplicable cuando se presentan deformaciones pequeñas. 


5.2.2. Ecuaciones de compatibilidad en tres dimensiones expresadas 
en términos de deformaciones 


La ecuación (5.6) también es válida en el caso tridimensional; sin embargo, no es suficien- 
te para resolver nuestro problema, por lo cual requerimos deducir aún más ecuaciones, 
como se explicará a continuación. 

A partir de las ecuaciones (3.14), derivando y, con respecto a x y a z y derivando 
Yxz COn respecto a y y a x, obtenemos 


> 


Yxy 92 E e) Ve 9? (2 =) 


Oxdz 0xozNoy 0x Oydx  Oyox Nox oz 


sumando ambas ecuaciones, teniendo en cuenta que u, v y w son funciones continuas y 
diferenciables, resulta 


Os A yx. 92 [du he ov . 9? (2 , 2) 
dxdz 0ydx 0x0zl0y 09x)] oyoxlox 0 


o? E >) o? E >) 10) ES 0%y 02w | 


oxoz Voy ox) oyoxloz ox) 0x|oyoz 0x0z 0xdy 0yOz 
EAN dv 9w _2 o dy Ju 
oyozdx 0x2lo0z 09y) ox|oyloz 0x) 0zlo0x 0y)| 
Ú=_—= E YS=== ===) 
Yyz $e Yxy 


y organizando términos tenemos: 


dE, W lo) e ds a a] 


dydz Ox | 0x dy Oz 


Esta ecuación establece una relación que debe ser satisfecha entre las deformacio- 
nes longitudinales y las angulares. Para ello, es necesario que cumpla los requisitos de 
continuidad y de derivabilidad de los desplazamientos, ya que así se garantiza que no 
existirán grietas (esto es, discontinuidades en el campo vectorial de desplazamientos u) 
o traslapos. 

Procediendo de forma análoga, al intercambiar cíclicamente los índices x, y y z re- 
sultan, en el caso tridimensional, seis ecuaciones conocidas como las ecuaciones de com- 
patibilidad de Saint-Venant (el matemático e ingeniero mecánico francés Adhémar Jean 
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Claude Barré de Saint-Venant [1797-1886] dedujo estas ecuaciones en 1864), las cuales 
deben ser satisfechas por las deformaciones: 


a. . UNES E 0 e E lo) Oz sd Ve y OYxy 
qy* Ox? gxoy 0ydz dx Ox oy OZ 
die A Pez _ o os, _9 yz  DYxz Ñ DY y 
oz? dy?  0dyoz DL a NOR Oy Oz 


(5.7) 


> 


0x2 02  0dx0z Oxdy  0z 


Pe, Per _ Pre a+ dea] 


ox  0y Oz 


y usando la notación indicial, estas fórmulas se pueden resumir en una única ecuación 
Eijukm + Emb,ji — Eik,jm — Empaki = O 


para i, j,k,m = 1,2,3. Esta única ecuación representa 8l ecuaciones diferenciales par- 
ciales; no obstante, debido a la simetría del tensor de deformaciones e;;, solo las seis 
ecuaciones mostradas en (5.7) son distintas. 

Las ecuaciones (5.7) se pueden reducir al siguiente sistema de tres ecuaciones dife- 
renciales parciales independientes de cuarto orden: 


ote, _ o [Le + OY xz A 27) 
dy?0z? dxdy0zN dx Oy Oz 
dx2dz?  dxdyodz | ox dy Oz 

de, 0 ES MZ 2), 
dx?0y? Jxdy0zN dx Oy oz )” 


sin embargo, la forma dada por (5.7) es la que generalmente se emplea, porque su uso 
matemático es mucho más sencillo, a pesar de que estas seis ecuaciones no son mutua- 
mente independientes. 

A continuación, plantearemos la ecuación de compatibilidad para los casos de ten- 
sión y deformación plana, los cuales particularizan un caso tridimensional en uno bidi- 
mensional. 


5.2.3. Ecuación de compatibilidad para el caso de tensión plana 
expresada en términos de esfuerzos 


Recordemos que el caso de tensión plana (ver sección 4.8.1) es una particularización del 
análisis de esfuerzos tridimensionales para la cual 


Oz = Tyz = Tyz =0. 
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Recordemos, también, las ecuaciones (4.34) que se reescriben a continuación por conve- 
niencia: 

Ex = a Ox = VOy Ey3 a A OR Yxy = mi 
E E G 


si derivamos e, dos veces con respecto a y, ey dos veces con respecto a x y y,y una vez 
con respecto a x y una vez más pero con respecto a y, tendremos 
E 9? 1 
>= 5 (0, - voy) >= 5 (0, - vo;) da E 
oy Edy dx Ex oxdy Goxdoy 


Al sustituir estas ecuaciones en la ecuación de compatibilidad en dos dimensiones (5.6) 


e OMES O By 
= + 
dxdy dy? 0x2” 


obtendremos 
1 1.09 iq 
Garay Ea 70) + ga lo) vo) 
Tr, G[ o 9 
soy = E (5 (o, = voy) + E (o, = 10.) , 


y teniendo en cuenta que G = O resulta 


O Tay 1 o? o? 
Y - E) (5 (0-10) + (0.10) (5.8) 


Reescribamos las ecuaciones diferenciales de equilibrio en 2D (ecuaciones [5.1]): 


Ote OTzy 0 
LA 0 e 


Y =0; 
ox  0y ox  0y Ml 


si derivamos la primera ecuación diferencial de equilibrio con respecto a x y la segunda 
ecuación diferencial de equilibrio con respecto a y, obtenemos 


Po, Prxy OX PTyy oy 9Y 


= 0; 
0x2 Ox0y ES Ox0y Ñ dy? y dy 


y sumando ambas ecuaciones y despejando el término que contiene a Ty, resulta 


Roy Es o, 9X 2) nó 


= + + + 

dxdy  2l0x? dy? dx  0y 

Igualando la ecuación (5.8) con la ecuación (5.9) y manipulando matemáticamente, 
obtenemos 


1 9? a 1 %o Poy 9X_0oY 
2 (1+ v) 1 0x2? e ÓN 2) 2l0x2 dy? 0x  0y 
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Io + 20) - a, + a (1 + v) 7% + Ed de ge di El 
a > dx dy  9y ox? dy? 0x  0y 
0%0, Po, LE 90, oX 9YY %o, 00, 

141) == 2411 =- 3 Si 
Suit dx?" 0x A oy? “ay dei Je «3,) ox? dy? 
reduciendo términos semejantes y organizando los términos, obtenemos finalmente la 
siguiente expresión: 


(5.10) 


que es la ecuación de compatibilidad para el caso de tensión plana expresada en términos 
de esfuerzos. 


5.2.4. Ecuación de compatibilidad para el caso de deformación plana 
expresada en términos de esfuerzos 


Recordemos que el caso de deformación plana (ver sección 4.8.2) es una particulariza- 
ción del caso de análisis tridimensional de esfuerzos a dos dimensiones, para el cual 

€z = Yxz = Yyz = 0; 
en este caso, las deformaciones están expresadas por las ecuaciones (4.37): 


1 + 1+ 
e = (1-90 v0y) 6 ((-v)0)-v0) yy = hy 


Si derivamos e, dos veces con respecto a y, e, dos veces con respecto a x y y,y una vez 
con respecto a x y otra vez con respecto a y, tendremos 


"AA 
dy? = E DAS « (1- v) — vay) 
%e, 1+v 0? 
IA 


ve 10 Try 


dxdy GOxdy 


reemplazando estas últimas en la ecuación diferencial de compatibilidad bidimensio- 
nal (5.6) 

PYxy Pez m 0%e, 

dxdy 0y dx? 


resulta 


10 1+v 02 1+y 9? 
Gaay” E ay (o 120) voy) + +30 (0 (1-1) = vo) 
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PT, G(l+v) (2 9? 
soy a E (5 (0, (9) -10)+ ¿5 (0,0-0)=v0)). (5.11) 


Recordemos que, a partir de las ecuaciones diferenciales de equilibrio, hallamos la 
ecuación (5.9): 


p 


Ty  1[0%0, , 0%, a oOX m oY 
oxdy 2l0x? 0y  0x  0y 


si igualamos esta última con la ecuación (5.11), resulta 


AN (lav) + ¿5 (o, (-1)=v0)]- 


AS de, Ox —) 


+ + — += 
21.0% dy 0x dy 
y simplificando la ecuación anterior, teniendo en cuenta que 


Gll+y). Ellep). 1 


E — 2(1+v)E 2 
conduce a 
a di 00, (1 y Eo Po, o, Yo, ox oY 
dx? dx? dy? dy 0x2 dy dx  0y 


9? 2 2 9? 
(1-v) ¿3 0%, són) 00% y oX JoY 
es ox? 0y? ox  0y 


(1-v) ca E a PE E 
dx2 dy 9x2 dy) ox  0y 


CAN PRO E PP 
0x2 9y)* lox? oy 977 Vox dy)” 


se obtiene finalmente: 


(5.12) 


que es la ecuación diferencial de compatibilidad para el caso de deformación plana expre- 
sada en términos de esfuerzos. 
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5.2.5. Ecuación de compatibilidad general para el caso bidimensional 
expresada en términos de esfuerzos 


De acuerdo con las ecuaciones de compatibilidad para los casos de tensión y deforma- 
ción plana, podemos definir una fórmula general de compatibilidad para el caso en 2D 
en términos de esfuerzos: 


(5.13) 


donde 


e ds +v) para el caso de tensión plana (5.14) 


E para el caso de deformación plana. 


La ecuación (5.13) se puede escribir en notación indicial como V?0;; = K¡b; ¡, donde 

b denota el vector de fuerzas másicas b = [X, Y]" (recuerde que estamos analizando 

el caso bidimensional). Cabe aclarar que podríamos escribir la ecuación (5.13) de una 
forma más concisa utilizando la nomenclatura: 

A O oX  0Y 


divb:= — + 


A > 5:15 
9x2 * dy? ox  0y pa 


donde V? simboliza el operador laplaciano bidimensional y div b expresa la divergencia 
del campo vectorial b (ver apéndice A.10). Reemplazando las ecuaciones (5.15) en la 
ecuación (5.13), tenemos 

Y? (0, + 0,) = K, divb. 


Como en la deducción de la ecuación (5.13) se usó la ley de Hooke, esta solo es válida 
para sólidos hechos con materiales elásticos, lineales, isótropos y homogéneos (en com- 
paración con la ecuación (5.6), que es válida para estructuras de todo tipo de material). 
Además, como se supuso que el coeficiente de Poisson v y el módulo de Young E no 
varían en el espacio, se asume que el material debe ser homogéneo. Adicionalmente, las 
ecuaciones (5.6) y (5.13) solo son válidas cuando las deformaciones son pequeñas. 

Observe que cuando las fuerzas másicas X y Y son homogéneas (en otras palabras, 
que no varían en el espacio), 

OX 0Y 

dx dy 
Por lo tanto, en este caso, la ecuación de compatibilidad (5.13) se reduce a la llamada 
ecuación de Lévy: 


(5.16) 


62 En honor al ingeniero y matemático francés Maurice Lévy (1838-1910). 
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En este caso, en la ecuación (5.16) no aparecen las constantes elásticas del material, lo 
que quiere decir que la distribución de esfuerzos debe ser igual para todas las estructuras 
en tensión o deformación plana, siempre y cuando se trate de contornos idénticos y de 
estructuras sometidas al mismo sistema de fuerzas superficiales y al mismo sistema de 
fuerzas másicas constantes. Esta ecuación es la que fundamenta el análisis de esfuerzos 
en estructuras sometidas a tensión o deformación plana mediante una técnica experi- 
mental llamada fotoelasticidad.”' 


5.2.6. Ecuaciones de compatibilidad en tres dimensiones expresadas 
en términos de esfuerzos 


Si se utilizan las ecuaciones (4.3) y (5.2), es posible expresar las ecuaciones de compati- 
bilidad (5.7) en términos de esfuerzos; estas son las llamadas ecuaciones de Michell, en 
honor al matemático australiano John Henry Michell (1863-1940) que las propuso en 
1900. Estas ecuaciones se presentan a continuación (su deducción se encuentra en Timo- 
shenko y Goodier [1970, sección 85)): 


OE ES ae) 9 
1 + 0x? Ox dy  0z Ox 
Y ES 3) Y 

Ox 0y  0z dy 

v EE oY e) 


dy oz) “oz 
2) 
oz 


al 


(5.17) 


1 020 
1+y dxOz 


mA 
eE 


1 A o) 


“+ voxoy dy Ox 


y se pueden escribir de forma compacta con la notación indicial como 


1 Vv 
A a A A A A A 
1] v 1] 1-y 1] 1] J,1> 


1+ 


7% Enel método fotoelástico, un material transparente se somete a una luz polarizada y a unas fuerzas; 


según la llamada ley de Brewster o ley tenso-óptica, el material responderá mostrando unas fran- 
jas del igual color, las cuales se pueden interpretar como curvas de esfuerzo cortante máximo Tmáx 
constante, siempre y cuando el esfuerzo fuera del plano sea el esfuerzo intermedio, es decir, g, en el 
caso tridimensional. Se refiere al lector al video http://www.youtube.com/watch?v=t6ST_sTkCNg, 
a Timoshenko y Goodier (1970, capítulo 5) o a la página de Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/ 
Photoelasticity para más información sobre esta técnica experimental. 
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aquí O := 0xk = 0x + 0, + 0, representa el invariante 1; de esfuerzo, de acuerdo con la 
ecuación (2.46a), y el símbolo V? representa el operador laplaciano tridimensional, o sea, 
v% 22.0 

- +: 
dx? dy 02 


Es importante anotar que las seis ecuaciones de Michell (5.17) son todas mutuamente 
independientes; esto en contraste con las seis ecuaciones de Saint-Venant (5.7), ya que 
de estas solo tres son independientes. Tenga en cuenta que el análogo bidimensional de 
esta ecuación está expresado por la fórmula (5.13). 

Cuando las fuerzas másicas son constantes, las ecuaciones de Michell se pueden par- 
ticularizar nuevamente, obteniendo las llamadas ecuaciones de Beltrami, en honor al ma- 
temático italiano Eugenio Beltrami (1835-1900), quien las dedujo en 1892: 


(1 + v) v?r,, + 


20 
dydz 
0 _ 
OxOz 
20 


(1+ v) V?r,, + (5.18) 


1 a =0 
Ma 2 


Estas fórmulas son análogas a la ecuación para el caso bidimensional (5.16). Tenga en 
cuenta que si las fuerzas másicas son constantes, tanto en el caso bidimensional como 
en el tridimensional, las constantes X, Y, Z desaparecen de la formulación; así pues, las 
ecuaciones de Beltrami (5.18) son válidas únicamente para materiales elásticos, lineales, 
homogéneos e isótropos. 


5.2.7. Interpretación física de las ecuaciones de compatibilidad 


El lector muy probablemente se preguntará cuál es la utilidad de las ecuaciones de com- 
patibilidad. Pues bien, estas ecuaciones garantizan que físicamente el material del sólido 
no se traslapará (to overlap en inglés, figura 5.2c) y que no aparecerán huecos, vacíos 
o grietas en el cuerpo bajo la acción de las cargas (figura 5.2b), sino que el sólido se 
deformará continuamente, de modo similar al mostrado en la figura 5.2d. 

Observe que en la deducción de las ecuaciones de compatibilidad en términos de de- 
formaciones (ecuaciones [5.6] y [5.7]) se requirió que los desplazamientos u, v y w fue- 
ran funciones continuas y derivables, cuyas primeras tres derivadas parciales mixtas son 
continuas (esto se conoce en matemáticas como continuidad C3(Q)). Esta condición im- 
plica que no pueden aparecer grietas (discontinuidades) en el campo de deformaciones. 

Por otro lado, el hecho de que el sólido no se traslapará en sus deformaciones está im- 
plícitamente dicho por las ecuaciones de compatibilidad al imponer las relaciones entre 
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Deformación no 
compatible: grietas 


(b) 


Deformación no Deformación 
compatible: traslapos compatible 
(c) (d) 


Figura 5.2. Las condiciones de compatibilidad garantizan que, después de la 
deformación, el cuerpo (a) sigue siendo continuo en el sentido de que en 
su interior no aparecerán grietas, huecos o vacíos (b) ni traslapos del material 
(c); por esta razón, la posición relativa de las partículas se debe conservar (d). 


las segundas derivadas de los desplazamientos u, v y w; de hecho, el propósito princi- 
pal de las ecuaciones de compatibilidad es imponer restricciones en las deformaciones, 
garantizando así que los desplazamientos u, v y w tengan un valor único. 

Note, adicionalmente, que en la deducción de las ecuaciones de compatibilidad en 
términos de deformaciones no se especificó las propiedades del material, por lo que las 
ecuaciones (5.6) y (5.7) son válidas para materiales con cualquier tipo de comportamien- 
to (elástico, plástico, anisótropo, lineal, no lineal, etc.), siempre y cuando las deformacio- 
nes de este sean pequeñas. 

Por último, en la deducción de las ecuaciones de compatibilidad en términos de es- 
fuerzos se utilizó la ley de Hooke. Por lo tanto, las ecuaciones (5.13) y (5.17) únicamente 
son válidas para materiales con comportamiento elástico, lineal, homogéneo e isótropo, 
siempre y cuando las deformaciones sean pequeñas. Lo mismo se puede decir de las 
ecuaciones (5.16) y (5.18), a pesar de que en ellas no están presentes las variables que 
describen el material lineal elástico (ya que en su deducción se empleó la ley de Hooke). 
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Ejemplo 5.1. 


Considere una condición de tensión plana, en la cual 


exlx,y)=a(x%+ y) y yx(0)y)=2xy, 


donde a es una constante. Encuentre la deformación longitudinal e, (x, y) correspon- 
diente que sea físicamente válida, asumiendo una condición en la que las fuerzas má- 
sicas se consideran nulas y el material es elástico, lineal, homogéneo e isótropo. 


Solución 


Para que e,(x, y) sea físicamente válida, se debe satisfacer las ecuaciones de compatibi- 
lidad en términos de deformaciones (5.6) y esfuerzos (5.16). 

En el primer caso, tenemos que, al reemplazar e, y yx, en (5.6), con la ayuda del 
siguiente código de Maxima: 


/* Se especifica que ey es una función de x y de y x*/ 


1 

2|depends (ey, [x, y1)$ 

3 

a/*« Se definen las deformaciones longitudinales y angulares x/ 

shex : ax(x"2 + y02); 

6 9Xy : 4*x*y; 

7 

s|/* Se verifica la ecuación de compatibilidad en términos de deformaciones */ 
9diff(gxy, Xx, 1, y, 1) - diff(ex, y, 2) - diff(ey, x, 2) = 0; /x ec. (5.6) x/ 


resulta la ecuación diferencial 


ey (x, y) Ñ 


97 4-2a; 
6 


integrando esta ecuación una vez con respecto a x resulta 


dey(x, y) 
ATA = (4-2a)x + g( y), 
30 (4 2a)x+ g(y) 
siendo g una función de integración. Integrando de nuevo obtenemos que 


ey(x, y) = (2- a)x?+ g(y)x+C), (5.19) 


donde C, es una constante de integración. 

En el segundo caso, para poder verificar cómo se satisface la ecuación diferencial 
de compatibilidad en términos de esfuerzos de Lévy (5.16), primero debemos calcular 
dichos esfuerzos para luego reemplazarlos en la ecuación diferencial de compatibilidad, 
lo cual hacemos con el siguiente código de Maxima: 


10 /x Se especifica que g es una función de y */ 
uldepends (g, y)$ 
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ey : (2-a)*x"2 + g(y)*x + C1$ /* ecuación (5.19) x*/ 


/* Ley de Hooke para tensión plana y un material isótropo, ecuación (4.35) x/ 
sx : (E/(1 - nu?“2))*(ex + nuxey); 
sy : (E/(1 - nu?“2))*(ey + nuxex); 


/* Se verifica la ecuación diferencial de compatibilidad de Lévy x+/ 
lapl(f) := diff(f,x,2) + diff(f,y,2)$ /* se define el laplaciano */ 
factor(lapl(sx + sy)) = 0; /* ecuación (5.16) */ 


Se tiene que, con ese código, para satisfacer la ecuación de Lévy (5.16) debemos satisfacer 
la ecuación diferencial 


dg(y) _2a+4 
dy xx? 


si integramos esa ecuación una vez con respecto a la variable y resulta 


907 AO e 


dy x 
y haciéndolo de nuevo, obtenemos que 
a +2)y? 
801) AMA cy + Cs (5.20) 


donde C) y C; son constantes de integración. 
Al reemplazar (5.20) en (5.19) concluimos que la deformación longitudinal e, válida, 
para los e, y ys, propuestos, tiene la forma: 


ey(x, y) = (2-a)x?- (2+ a) y? + Cox y + Cax + Ci. 


Para encontrar el valor de C, y C3 debemos verificar que los esfuerzos satisfagan las 
ecuaciones de equilibrio (5.1), asumiendo que X = Y = 0, lo cual lo hacemos con el 
siguiente código de Maxima: 


/x Se reescribe la deformación longitudinal ey x/ 
ey : (2-a)xx"2 + (2+a)xy72 + C2x*xx*y + C3xx + C1$ 


/* Ley de Hooke para tensión plana y un material isótropo, ecuación (4.35) x*/ 
G : E/(2x(1 + nu))$ 


sx : (E/(1 - nu?2))*(ex + nuxey); 
sy : (E/(1 - nu?2))*x(ey + nuxex); 
txy : Gx*gxy; 


/x* Se verifican las ecuaciones diferenciales de equilibrio con X=Y=0 x*/ 
egl: diff(sx, x) + diff(txy, y) = 0;  /x* ecuación (5.la) */ 

eq2: diff(txy, x) + diff(sy, y) = 0;  /x* ecuación (5.1b) */ 

sol : solve([eql1, eq21, [C2, C31); 


/* Se reemplazan las constantes C2 y C3 en ey x/ 
ey, sol, expand; 
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obteniendo 


2(av—v+a+3) y C 2(av—v+a+3)vy? + (av-v-a-1)x? 
—_ 3.= 


C) = 
Xx Vx 


y concluyendo que 


a+l 
EN= (a+2)y"-2x% == + ax" + Cr 


5.3. Condiciones de frontera 


La solución de las ecuaciones diferenciales presentadas en este capítulo requieren tam- 
bién la especificación de las condiciones de frontera del sólido. Estas describen, por ejem- 
plo, la forma como está soportado el sólido o las cargas superficiales aplicadas; lo anterior 
se modela matemáticamente para definir ya sea los desplazamientos o los esfuerzos en 
los puntos del contorno del sólido. Por un lado, la condición de frontera en la cual se 
especifican los desplazamientos se conoce en mecánica de sólidos como condición de 
frontera esencial, de desplazamiento o cinemática. Por otro lado, la condición de frontera 
que describe los esfuerzos en el contorno del sólido se conoce en el ámbito de la mecá- 
nica de sólidos como condición de frontera natural, de fuerza o de esfuerzo. La figura 5.3 
muestra una idea general de especificación de las condiciones de frontera. 


Condición de frontera Condición de frontera 
donde se especifican los donde se especifican las 


desplazamientos u(x, y) =0 fuerzas superficiales X(x, y) 
y v(x, y)=0 y Y(x, y) 


Condición de frontera 
mixta donde se especifican 
las fuerzas en una dirección 
y los desplazamientos en la 
otra 


Condición de frontera 
donde se especifican las 
fuerzas superficiales 


X(x, y) =0y Y(x,y)=0 


Figura 5.3. La especificación de las condiciones de frontera incluye la descripción de 
los desplazamientos y los esfuerzos aplicados en la frontera del sólido. 
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A continuación, explicaremos cómo convertir las cargas aplicadas en el contorno del 
sólido a esfuerzos dentro de él, teniendo en cuenta su geometría. 


5.4. Condiciones de equilibrio en la frontera 


Las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (ecuaciones [5.1] y [5.2]) y de compa- 
tibilidad (ecuaciones [5.6] y [5.7]) forman un sistema de ecuaciones que permite mode- 
lar matemáticamente la variación de los esfuerzos en el interior del sólido. Sin embargo, 
no hemos revisado qué es lo que pasa en la frontera ni considerado de qué forma las 
fuerzas superficiales se convierten en esfuerzos en el interior del sólido. Este es el tema 
que abordaremos en la presente sección. 

Recordemos que en la frontera del sólido debe haber equilibrio de las fuerzas inter- 
nas con las fuerzas externas; veremos en esta sección cómo se convierten dichas fuerzas 
externas en esfuerzos en el interior del sólido, de modo tal que las fuerzas externas se 
puedan entender como una continuación natural de la distribución de dichos esfuerzos 
en el interior del sólido. Analizaremos primero qué pasa en el caso bidimensional y luego 
en el caso tridimensional. 


5.4.1. Análisis en dos dimensiones 


Denotemos por 0 la frontera de un sólido (. Como estamos trabajando en el caso bi- 
dimensional, podemos describir la frontera como una curva paramétrica (x(s), y(s)) 

cerrada simple (ver apéndice A.9), parametrizada con respecto a la longitud de arco me- 
dida a lo largo de la curva. Aquí s € D es el llamado parámetro de longitud de arco de la 

curva, el cual por definición de las funciones x : D > Ry y : D > IR debe incrementarse 

en el sentido contrario a las manecillas del reloj, tal y como se muestra en la figura 5.4. 
Como s varía con la longitud de arco, s toma valores en el intervalo D := [0, p), don- 
de p representa el perímetro del sólido (2, es decir, 0Q; de este modo, y con abuso de 

notación, (x(0), y(0)) y (x(p), y(p)) representarían el mismo punto. La ecuación de 

Cauchy (ecuación [2.3]) nos permite analizar no solo los esfuerzos en el interior del sóli- 
do, sino también las condiciones en la frontera. Supongamos que las fuerzas superficiales 
están representadas por un vector £(s) = [X(s), Y(s)]" que también es paramétrico, cu- 
yas componentes describen la variación de las cargas superficiales referidas a la unidad 
de longitud periférica (en el caso bidimensional) en las direcciones x y y, respectiva- 
mente. Así mismo, en el punto (x(s), y(s)) tenemos un vector unitario A(s), normal a 
la superficie, que apunta hacia el exterior del sólido; entonces, utilizando la ecuación de 
Cauchy, 


X(s9)]_ [foxs) 7:y(s)) [a(s) 
(o) (2% e (5.21) 


y SA == 
Fs) a(s) ñ(s) 
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$(s) := X(S) ¿+ Y(S)Í ] 
Y 


Tey(s) 


“——— ¿y (5) 


0y(s) 


Figura 5.4. Condiciones de frontera en el punto (x(s), y(s)) para el caso 
bidimensional. Observe que el contorno del sólido M está descrito por 
una curva paramétrica parametrizada con respecto a la longitud de arco que 
inicia en el punto s = 0, se traza en el sentido contrario a las manecillas del reloj 
a medida que s varía en el intervalo [ 0, p), siendo p el perímetro de (. 


podemos relacionar las cargas superficiales con la forma de la frontera y los esfuerzos 
en el interior del sólido para un punto (x(s), y(s)) e 9M dado. Las ecuaciones (5.21) se 
conocen como las ecuaciones de equilibrio externo bidimensionales, en contraste con las 
ecuaciones diferenciales de equilibrio (interno) bidimensionales (5.1). 

La dirección del vector A(s) depende de la forma de la frontera y, en consecuencia, 
está relacionada con las funciones x(s) y y(s), como se describirá en las siguientes lí- 
neas. Dependiendo de la pendiente de la curva (x(s), y(s) ), al incrementarse s tenemos 
cuatro casos que se ilustran en la figura 5.5 y que deducimos a continuación. 

Recordando que « es el coseno del ángulo que existe entre el vector ñ y el eje de las 
abscisas positivo (eje x) y que f es el coseno del ángulo que existe entre el vector ñ y el 
eje de las ordenadas positivo (eje y), tenemos los siguientes cuatro casos: 


Caso 1: aquí ñ := [cos h, cos (z = $) y, por lo tanto, 


ES 


Caso 2: aquí ñ := [cos (1), cos(5- $)" y, en consecuencia, 


a=cos(m =$) =-cosp=- 32 = el 
s s 
= dx dx 


B=cos(Z- p) sin p E ES 
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ñ(s) 


As) 


dx 


Caso 3 Caso 4 


Figura 5.5. Componentes del vector ñ := ñ(s). La curva gruesa representa la 
frontera del sólido y el vector normal a ella está ubicado en el punto (x(s), y(s)). 


Caso 3: como en este caso ñ := [cos (+0), cos (z a 95 tenemos: 


a =cos(m+Q) =-cosp =-—_2==2 


dx 


BP =cos(% + ¿) = sing =-q2. 


s 
Caso 4: finalmente, ñ := [cos (27 p), cos (* — $)]": 


a=cos(2m= 4) = cosá = Y 
s 


dx 


B=cos( 5-6) ==sm0=E, 


De lo anterior se deduce que las componentes del vector ñ están relacionadas con la 
geometría del sólido mediante 


a(s) = 22 ps) - 2 
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y, en consecuencia, en el caso bidimensional tenemos: 


10 


ñ(s) = ES E : (5.22) 


ds ” ds 


esta fórmula es válida para todos los puntos (x(s), y(s)) que definen la frontera 90 del 
sólido. Se hace énfasis en que la ecuación anterior es válida únicamente cuando la curva 
(x(s), y(s)) esté parametrizada con respecto a la longitud de arco. 

Se deja como ejercicio al lector demostrar que el vector tangente a la curva paramé- 
trica (x(s), y(s)), que apunta en el mismo sentido de la curva y se grafica a medida que 
s aumenta, está dado por 


Ejemplo 5.2. Curva paramétrica 


Determine la curva paramétrica asociada a un sólido con forma circular. 


Solución 


Considere un sólido circular (2, cuyo contorno dO está especificado por la curva pa- 
ramétrica (x(0), y(0)) dada por x(0) = rcos0 y y(0) = rsin0 donde 0 e [0,27); 
dichas ecuaciones corresponden a una circunferencia de radio r centrada en el punto 
(x, y) = (0, 0) y cuyo perímetro es 27rr. Al intentar aplicar la ecuación (5.22) resulta el 


vector E 
_[dy(0) dx(0)| _ e ay 
n-| 30 "7740 = [rcosÓ, rsin0]', 


cuya norma es [|n|| = r; observe que n no es un vector unitario. 
Dicho contorno 9 puede describirse alternativamente mediante (x(s), y(s)), don- 
En Ss Es : Ss . , z . 
de x(s) = rcosi y y(s) = rsin * para s e [0, 27rr). Estas ecuaciones sí están parametriza- 
das con respecto a la longitud de arco, por lo que al aplicar la ecuación (5.22) resulta el 


vector T 
a Eo). 2 = [cos s, sins]”, 
ds ds 


el cual es unitario, ya que [|n|| = 1; este vector es normal a la circunferencia y apunta 
hacia afuera del sólido. 

He aquí la importancia de parametrizar el contorno 00 con respecto a la longitud de 
arco para obtener, mediante la ecuación (5.22), el vector normal al contorno del sólido 
y que apunta hacia afuera. 


214 


5.5. EQUILIBRIO ESTÁTICO 


5.4.2. Análisis en tres dimensiones 


Si realizamos un análisis similar al propuesto para el caso bidimensional, obtendremos 
el siguiente sistema de ecuaciones: 


Xy z2)Y [0lxyz2) Teylxy 2) Telx, y, 2)] [ax y, 2) 
Y(x, y 2)|=|[tey(x,y,2) 0yx3y,2) Tylx,y, 2) || B(x, y, 2) |, (5.23) 


A O E A 
HR HKÁáÁ- 0 7 >3A«<< RÁ AMMAw%MÁ 2 y 4 
f(x yz) a(x,yz) ñ(x,y,2) 


el cual se cumple para todo punto (x, y, z) que pertenece a la frontera 00. Este sistema 
de ecuaciones relaciona las cargas superficiales con la geometría de las fronteras del sóli- 
do y con los esfuerzos internos; tenga en cuenta, sin embargo, que en tres dimensiones 
no es posible describir la frontera como una curva paramétrica. Las ecuaciones (5.23) se 
conocen como las ecuaciones de equilibrio externo tridimensionales, en contraste con las 
ecuaciones diferenciales de equilibrio (interno) tridimensionales (5.2). 


5.4.3. Nota sobre la nomenclatura 


Recuerde que, según lo dicho en la sección 1.5, en este documento estamos utilizando 
las funciones X, Y y Z para representar las funciones (2 > IR que describen la variación 
de las fuerzas másicas por unidad de volumen en el interior del sólido (2. Por otro lado, 
estamos empleando los símbolos X, Y y Z para representar las funciones 91 > R que 
describen la variación de las fuerzas superficiales por unidad de área en el contorno dQ 
del sólido (; por último, x := [x, y, al" representa la posición en el espacio referida a 
los tres ejes coordenados. 


5.5. Equilibrio estático 


Sobre un sólido ( cualquiera actúan fuerzas másicas y superficiales representadas, res- 
pectivamente, por los campos vectoriales b = [X, Y, Z]T y f =[X, Y, Z]". Es impor- 
tante tener en cuenta que las fuerzas superficiales son cargas distribuidas aplicadas en el 
contorno 0(); note que dichas cargas distribuidas incluyen la reacción de los apoyos. 

Se dice que un cuerpo se encuentra en equilibrio estático cuando tanto la resultante de 
las fuerzas másicas f ,,¿;;c,, y Superficiales £ nerticiajes ACtUAntes sobre dicho sólido como 
la sumatoria de momentos actuantes debidos a las fuerzas másicas Mmásicas y Superficiales 
M superficiales Alrededor del origen de coordenadas 0 valen cero; en otras palabras, 


$ másicas + $ superficiales =0 Mimásicas Y M superficiales =0. 
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Por lo tanto, si representamos el vector posición por” x := [x, y, z]*, puesto que el 
sólido (2 está en equilibrio, resulta que las fuerzas másicas ejercidas sobre un diferencial 
de volumen dV que está ubicado en la posición x son b(x) dV y, en consecuencia, las 
fuerzas y los momentos alrededor del punto 0 producidos por las fuerzas másicas que 
actúan sobre el sólido serán, respectivamente, 


Fis? Me b(x) dV Mimásicas = E x b(x)dV. 


Por otro lado, la fuerza superficial que actúa sobre un elemento diferencial de área dS 
ubicado en la posición x es f(x) dS; dicho diferencial también produce un momento 
alrededor del punto 0 de x x f(x) dS. Al sumar las contribuciones de fuerzas y momen- 
tos superficiales que se efectúan sobre todos los diferenciales de superficie del sólido 
obtendremos 


Faeticnlas = Hb. Fx) dS Mesuperficiales = P xx f(x) ds. 


En conclusión, como tenemos equilibrio estático, resulta que 


[ff eoav+ $$ suoas=0 Eno 


M,* IN $ » x f(x) dS =0, (5.24b) 


o de forma expandida: 


X(x,y,%) X(x,y,z) 0 

IA Y(x, y,z) |dV + $ Y(x,y,z)|dS =| 0 

ON Z(x, y,z) “2 Z(x, y,z) 0 

Xx X(x,y,z) X X(x,y,z) 0 

MM y |x| YGo yz) [dv + $ y |x| Y(x yz) |ds=|0 
18 Z(x,y,2) 2 Z(x,y,2) 0 


Se debe tener en cuenta que las integrales ($ son integrales de contorno, que se efectúan 
sobre toda la “piel” de O, es decir, sobre 02. 

Las dos ecuaciones anteriores se pueden particularizar para el caso bidimensional 
de modo que, para una estructura bidimensional de espesor t, descrita por la curva pa- 
ramétrica (x(s), y(s)), tal y como se explicó en la sección 5.4.1, la ecuación (5.24a) se 
vuelve 


pff xo) da +1 $ X(5)ds=0 ¿ff Y) da+1 $ Y(s)as=0 


Se debe distinguir entre el vector posición x (que se escribe en negrilla) y su componente x, el cual 
se escribe sin negrilla. 
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factorizando t y teniendo en cuenta que es diferente de cero resulta 


ff xt0ar+ $ XG)as=0 A Y()da+ $ Y(s) ds =0, 


siendo en este caso x = [x, y]" el vector posición. Adicionalmente, teniendo en cuenta 
que [x, y, 0] x[X, Y, 0]7 =[0, 0, xY - yX]?, la ecuación (5.24b) se convierte en 


t Y (xY (x) —- yX(x))dA++t b (x(s) Y (s) — y(s)X(s)) ds =0 


que, al factorizar t y dado que t + 0, se obtiene: 


A (xY(x) - yX(x))dA + e (x(s)Z(s) - y(s)X(5)) ds =0. 


Es importante recordar que aquí el perímetro del sólido está parametrizado con respecto 
a la longitud de arco medida a lo largo de la curva y que s es el parámetro de longitud de 
arco de la curva. 


5.5.1. Ecuaciones integrales de equilibrio 


El razonamiento anterior se puede generalizar, de modo que podemos postular el si- 
guiente enunciado, el cual fue originalmente propuesto por Cauchy. Sea un sólido (2, 
el cual está sujeto a unas fuerzas másicas y de superficie representadas por los campos 
vectoriales b y f, respectivamente. Entonces cada subdominio V de un sólido (2, o sea, 
cada V C (2 satisface las siguientes ecuaciones de equilibrio: 


M, b(x) dV + $ f(x) ds =0 (5.25) 


ES b(x)dV + dh FG) as=0, 


donde x := [x, y, z]" e V representa la posición de un punto en el sólido. Dichas 
ecuaciones se conocen como las ecuaciones integrales de equilibrio. Es necesario hacer 
énfasis en que, a diferencia de las ecuaciones integrales (5.24), las cuales se efectúan en 
el dominio (2, las ecuaciones anteriores tienen como dominio el subconjunto V € O, 
por lo que la ecuación (5.25) es más general. 


5.5.2. Un enfoque alternativo para deducir las ecuaciones 
diferenciales parciales de equilibrio 


En la sección 5.1 se dedujeron las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio al hacer 
las sumatorias de fuerzas en un elemento diferencial de sólido. En esta sección volvere- 
mos a deducir dichas ecuaciones utilizando un enfoque alternativo, el cual considera 
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que cualquier subconjunto V del sólido (2 está en equilibrio de fuerzas, tal y como lo 
dice la ecuación (5.25). 

Sea un sólido (2, el cual está sujeto a unas fuerzas másicas y de superficie representa- 
das por los campos vectoriales b y f, respectivamente. Entonces cada subdominio V de 
un sólido (2 satisface la ecuación integral de equilibrio (5.25). Reemplazando (5.23) en 
o alternativamente 


(5.25) resulta: 
Jff vo av+ $ «onto as =0, 
X(x, y,z) 


M, Y (x,y,z) | dV 


Z(x, y,z) 
CS TEE Tal) lla) 0 
- H E) RE) TAPA) ds <= 101; 
TIE) Tya(H5 YE) 0¿(x, y,z) y(x, y, 2) 0 


esta ecuación resume tres ecuaciones integrales, siendo la primera: 


Ox(x, y, 2) 


| xwav+ E. Tyy(x, y,z) | ñ(x) dS =0. 


Cal 1,2) 


Aplicando el teorema de la divergencia (ver sección 4.6 y el apéndice A.11) para convertir 
la integral de contorno en una integral de volumen, obtenemos 


J// wav + /[/, siv(laco, t.y(x), rs2(x)]") av =0, 
Mé +A o x)av=o 


ya que ambas integrales tienen el mismo dominio de integración V. Como esta ecuación 
es válida para todo V < ( arbitrario (en otras palabras, cualquier parte V del sólido Q 
puede ser escogida), entonces deducimos, por virtud del teorema de la localización,?? 
que el integrando es cero y, por lo tanto, 


es decir, 


00%. -Ofzp. OB 
+ + 
ox  0y OZ 


la cual es la primera ecuación diferencial de equilibrio.” Utilizando un procedimiento 
análogo podemos deducir las otras dos ecuaciones diferenciales de equilibrio (se deja 
esta tarea al lector). 


+X=0, 


2 El teorema de la localización dice así: sea f : A > IR una función continua definida en un conjunto 


Q < RR” que es abierto y conexo (o sea, que no está dividido o partido, sino que está definido como 
una sola pieza), y consideremos el subconjunto V € (; si Le f(x) dx = 0 para todo V < (), entonces, 
f(x) = 0 para todo x e (. Ver: https://en.wikipedia.org/wiki/Localization_theorem. 

Para entender mejor lo que se acabó de escribir, por favor, revise la pregunta de control de lectura 
12. de la sección 5.14. 
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5.6. Cálculo de los desplazamientos a partir de las 
deformaciones 


Por simplicidad, consideraremos el caso bidimensional. Una vez se conocen las defor- 
maciones en el sólido, se podrían determinar los desplazamientos u y v a partir de la 
integración de e, y e (ecuaciones (3.12)a y (3.12)b). De este modo, 


u(x,y)= f ea y) dx +£0) 
y) = [ey dy +2(0), 


y reemplazando dichas ecuaciones en la ecuación (3.14a), o sea, en yyy = > + 2, resulta: 


pan [fra 10)+ 5 (f 960197 +50), 


(5.26) 


esto es, 


E A: pa | ex(x, y) dx) - (fe). (5.27) 


Observe que el desplazamiento depende de dos funciones f(y) y g(x); encontrar 
f(y) y g(x) demanda cierta pericia en el cálculo de la solución, ya que estas dos funcio- 
nes contienen términos asociados a los desplazamientos y rotaciones rígidas del sólido. 
Por ello, la determinación de f y g requiere que existan unas condiciones de apoyo ade- 
cuadas del sólido, de modo tal que se puedan controlar el desplazamiento y la rotación 
como sólido rígido; de hecho, es necesario formular los desplazamientos u y v con al 
menos tres ecuaciones independientes. 


| Ejemplo 5.3. Desplazamientos asociados al desplazamiento y la rotación rígida 


Solución 


Según lo discutido en la sección 3.5, ni el desplazamiento ni la rotación rígida produ- 
cen deformaciones longitudinales o angulares en el sólido; en otras palabras, e, (x, y) = 
ey(x, y) = Yxy(x,y) = 0 para todo (x, y) en el sólido Q. En este caso, a partir de las 
ecuaciones (3.12)a y (3.12)b, (€, = qu y ey = a respectivamente) obtenemos que los 
desplazamientos están dados por 


u(x, y) =01+f(y) (y) = c+ g(x), (5.28) 


donde c; y cz son constantes de integración y f y g son dos funciones, de una única va- 
riable, que debemos determinar. Para tal fin, al reemplazar las dos ecuaciones anteriores 
en sy = Ss + g (ecuación [3.14a]), resulta: 


pol) (ar FO) + zz (ergo) - GD 62) 
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=00y 3 —=09y 
H 


JE wyX 
5 


Figura 5.6. El rectángulo mostrado con vértices de coordenadas (0,0) y (x, y) 
sufre un desplazamiento rígido uy en la dirección x y otro vy en la dirección y; 
adicionalmente rota rígidamente un ángulo wo, medido en radianes y en sentido 
antihorario. Observe que el desplazamiento del punto (x, y) está dado 
por las ecuaciones (5.31). Para el cálculo de las distancias wyx y —w0 y 
se tuvo en cuenta el hecho de que para ángulos pequeños wy = tan wp. 


La ecuación anterior la podemos descomponer en dos ecuaciones diferenciales, a saber: 


ON SE A (5.30) 
dy dx 


siendo w, una constante arbitraria. Observe que al sumar las dos ecuaciones (5.30) vol- 
vemos a obtener (5.29); al resolver las ecuaciones diferenciales (5.30) se deduce que 
f(y) = —w0y + d, y que g(x) = wox + d,, donde d, y d, son otras constantes de inte- 
gración. Al reemplazar esas ecuaciones en (5.28) se tiene que u(x, y) = Cc; + d;, — woy y 
que v(x, y) = c, + d, + wyx; si hacemos uy = C, + d; y Vo = C2 + da, obtenemos que los 
desplazamientos asociados a la rotación y al desplazamiento rígido en las direcciones x 
y y están dados, respectivamente, por 


u(x, y) = Up — w0y vV(x, y) = Vo + w0x; (5.31) 


aquí uy y Vo representan el desplazamiento rígido en las direcciones x y y, respectivamen- 
te, y wy es una constante que representa, para ángulos pequeños, el ángulo de rotación 
rígida del sólido medido en radianes. Las ecuaciones (5.31) se interpretan gráficamente 
en la figura 5.6. 


En la sección 5.4 se aplicarán las ecuaciones aquí deducidas para el cálculo de los des- 
plazamientos de la viga simplemente apoyada analizada en la sección 4.9 y en el ejercicio 
propuesto 10. se analizará una viga en voladizo sometida a una carga uniformemente dis- 
tribuida; también se hará extensivo uso de esta metodología en el capítulo 6. 
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5.7. Función de tensión de Airy 


Usando un artificio matemático es posible, en el caso bidimensional, reducir las dos ecua- 
ciones diferenciales de equilibrio (5.1) y la ecuación diferencial de compatibilidad (5.13) 
a una sola ecuación diferencial. 

Sea V(x, y) una función”! tal que 


X(x, y) = EA (5.32a) 
ra), (5.32b) 
y hágase 
ox(x, y) = ral + V(x, y) (5.33a) 
ox, y) = LEN 4 Y (sy) (5.33b) 
Tyy(x, y) = OS (5.33c) 


Las funciones dadas en (5.32) y (5.33) fueron definidas por el matemático y astróno- 
mo británico George Biddell Airy (1801-1892) en 1862, por lo que la función f se conoce 
como la función de tensión de Airy (Airy stress function en inglés). Note que en este caso 
b = -VV, donde b denota el vector de fuerzas másicas b = [X, Y]?. 

Para propósitos prácticos, reescribimos las ecuaciones diferenciales de equilibrio 
(5.1) y la ecuación de compatibilidad bidimensional (5.13): 


, OT, 0 
de O eco A (5.1) 
dx  0dy dx  0y 
2 2 oX 9Y 
(37) dl 


Si reemplazamos las ecuaciones (5.32) y (5.33) en las ecuaciones diferenciales de equili- 
brio (5.1), veremos que la función de tensión de Airy satisface dichas ecuaciones (o sea, 
obtendremos que cero es igual a cero [0 = 0]; por favor, ¡compruébelo!). Ahora, se de- 
ben reemplazar las ecuaciones (5.32), (5.33a) y (5.33b) en la ecuación de compatibilidad 
(5.13); para tal fin, es necesario calcular las derivadas indicadas a continuación: 
0%g do, Hp  oV de o%p  o%2v 


o = 1 = 


dx  0xdy? Ox dx2  9x20y? “ax ee. 


Ox 


7% La función V pertenece a un tipo especial de funciones conocidas como funciones potenciales esca- 


lares, las cuales sirven para representar un valor físico como la derivada de V. 
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do, Pp IV Po, 0 2V 
dy y 0 >. o) * 
y 09? 0y y dy dy 
e do, Dp IV Po, dp 2 
A ió e e de al e ae) 
doy PP Dv Poy 9 PV 
Sy ] se “oy 3 a aj y Men 
av Ox ev 
x= E | 
Ox Ox 0x? td 
al a (5.39) 
Oy dy dy 


Reemplazando las ecuaciones (5.34) a (5.39) en la ecuación de compatibilidad (5.13), 
tenemos: 


0% y PO O 0%4 Pa q e 
dx?0y? 9x2 0x*t 0x? oy oy? del oy? dx? dy? 
0%4 o02Vv 0%p 9%p Ñ V 02v 
e > as (EE) 


0% op 0 vv 0v av 0v 
3 o A A AA 
xt dx?0y? j oy* 9x2 * a (5 ú » 
0% 0% 5 A o0%Vv 
2 E 
dx dx20y? * od Era “oy 


y haciendo K;) := -2 — K; (ver ecuación [5.14]), tenemos: 


(5.40) 


0% %p 0% vv 0v 
xt Ea Ñ =% ) 


A 
v?v 


que se escribe en notación indicial como 


On +20 1212 + 2222 = Ka (Va + Va) , 
donde 


_1-2v 


l-v 


a 1 para el caso de tensión plana 
] para el caso de deformación plana. 


La ecuación (5.40) también se puede escribir en forma compacta como 


v*p = K,v?V. (5.41) 
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A este tipo de ecuaciones diferenciales parciales se les conoce como ecuaciones biarmó- 
nicas y a sus soluciones como funciones biarmónicas. Aquí al término V*4 se le llama 
biarmónico de q y al término V?V se le conoce como el laplaciano de la función V. 
Es importante anotar que el biarmónico de ¿ es el laplaciano del laplaciano de ¿, es 
decir, V*p = VA V?p): 
o* gs ae 2% 21[( 0? 
o me y e 
dx*  dx20y? oy? Nox? o0y)lox? oy? 
AAA A 
ye vA(V?p) 
esta demostración es trivial y se deja como tarea al lector. 
Tenga en cuenta que en la deducción de (5.40) se empleó la ecuación (5.13); esta ecua- 
ción es válida, únicamente, para materiales elásticos, lineales, isótropos y homogéneos. 
Note que para el caso de fuerzas másicas constantes, la ecuación (5.41) se reduce a 


v*p =0, (5.43) 


que se conoce como la ecuación biarmónica. De esta ecuación se puede concluir que para 
el caso de fuerzas másicas constantes, la distribución de tensiones es la misma para el 
estado de tensión plana y para el estado de deformación plana; por ejemplo, cuando la 
fuerza másica resultante se reduce al peso propio tenemos que la función potencial V es 


V=pgr 


; (5.42) 


y, por lo tanto, 


. ; 2 2 “sz p 
en consecuencia, el laplaciano z + > de la ecuación (5.40) se anula, obteniendo (5.43). 


En este caso, las ecuaciones (5.33) se reducen a 
024 024 0%p 
2 pa e 5 PS 7 oy” 


La función de tensión de Airy se utiliza en mecánica de sólidos para deducir analíti- 
camente muchas condiciones de esfuerzo presentes en sólidos con determinadas geome- 
trías bidimensionales particulares de cierta importancia práctica (no existen las funcio- 
nes de tensión de Airy para el caso tridimensional). El método consiste en asumir una 
función de tensión $ que depende de unos coeficientes desconocidos y que satisfaga el 
biarmónico; luego, se estima el campo vectorial de esfuerzos, deformaciones y desplaza- 
mientos y, a partir de las condiciones de frontera, se estima el valor de los coeficientes 
desconocidos. Se refiere al lector a Timoshenko y Goodier (1970, sección 22), Sadd (2005, 
capítulo 8) y Ortiz-Berrocal (1998, capítulo 6) para ver algunas deducciones relaciona- 
das con estas ecuaciones. En Álvarez-Marín (2023a), estudiaremos la solución numérica 
de problemas de elasticidad utilizando la función de tensión de Airy y el método de las 
diferencias finitas. 

Seguidamente, se presentará un método para estimar los esfuerzos en una viga utili- 
zando dicha función de tensión. 


ho 
ho 
O) 
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Ejemplo 5.4. Cálculo de los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos en una viga 
utilizando la función de tensión de Airy 


Consideremos la viga mostrada en la figura 4.20, la cual soporta sobre su cara superior 
una carga uniformemente distribuida de magnitud q. De dicha viga, se desea calcular 
analíticamente los esfuerzos 0y, 0, Y Txy, que actúan sobre ella utilizando la función 
de tensión de Airy. 


Solución 


Antes de continuar, se solicita al lector leer de nuevo las dos primeras páginas de la 
sección 4.9 para mayor provecho de las explicaciones. 

Para calcular los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos del sólido en cuestión, 
utilizaremos el siguiente código de Maxima: 


1t : 1$ /x espesor = 1 m x/ 
21V : 0$ /x* V=0, ya que no se considerarán las fuerzas másicas x*/ 
3 


a /x Se propone la función de tensión de Airy */ 

s phi : A20xx"2 + A21xx"2xy + A03xy73 + A23xx"2xy73 - A23xy75/5$ 

6 

71/* Se define el laplaciano y el biarmónico de una función "f" x/ 

si lapl(f) := expand(diff(f,x,2) + diff(f,y,2))$ /x* laplaciano de f x+/ 
9|biar(f) := expand(lapl (lapl(f)))$ /* biarmónico de f (5.42) x/ 
10 

u|/* Se verifica que se satisfaga la ecuación (5.40) */ 

v if biar(phi) = K2xlapl(V) then 

1 print("La ecuación biarmónica se, satisface") /x se imprimirá esto x/ 
1|else 

15 print("La ecuación biarmónica_no, se, satisface")$ 


v|/* Se definen los esfuerzos utilizando la función de tensión de Airy x/ 
s|sx : diff(phi, y,2) + V$ /x* ecuación (5.33a) x*/ 
wisy : diff(phi, x,2) + V$  /x* ecuación (5.33b) */ 
20 txy : -diff(phi, x,1, y,1)$ /x* ecuación (5.33c) */ 


2 /* Se definen la fuerza cortante (4.45), el momento flector (4.46) */ 
21/* y la fuerza axial (4.43c) */ 


212 V(xx) := -integrate(integrate(ev(txy, X=Xx), Za O Do Yo =E7 dE 
25 M(xx)  := -integrate(integrate(ev(sx, X=XX)xY, Z, 0, t), y, -C, C)$ 
26 faxial : integrate(integrate( sx, 20 O. Do Yo Es E) 


2|/* Se establecen las condiciones de frontera (4.42) x*/ 
291 e€l : ev(txy, y=+c) = 05 

31e2 : ev(txy, y=-C) 0$ 

211e3 : ev(sy, y==+cC) q/t$ 

1 .e4 : ev(sy, y=-C) = 0$ 


aa /x Se establecen las condiciones de frontera (4.43) x/ 
351e5 : V(-L) = -qxL$ 

3s6/e6 : V(+L) = +qxL$ 

3 e7 : M(-L) =0$ 
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e8 : M(+L) 
e9 : faxial 


0$ 
0$ /* para todo x en [-L, L] */ 


/* Utilizando las ecuaciones "el" a "e9" se encuentran las constantes */ 
/xk MAZO > LAT ”n > "A03" y "A23 ” */ 
A20210323: solve([el, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9], [A20, A21, A03, A23]); 


Dado que la viga tiene un ancho t unitario, se especifica £ = 1 en la línea 1, y como se 
asume que las fuerzas másicas son despreciables se hace V = 0 en la línea 2. A continua- 
ción, se deben plantear las condiciones de frontera asociadas a la viga: como la viga no 
está sujeta a la acción de los esfuerzos cortantes 7, en sus superficies superior e inferior, 
se hace T,y(x, y = +c,z) = 0 (en las líneas 29 y 30); adicionalmente, en la parte superior 
debe soportar la carga q, por lo que 0, (x, y = +c,z) = 1 (se divide sobre el espesor t con 
el objeto de convertir esta carga distribuida por unidad de longitud en un esfuerzo). Esta 
ecuación se codificó en la línea 31. Por otro lado, en su parte inferior no soporta carga 
alguna por lo que 0,(x, y = =c,z) = 0 (línea 32). 

La fuerza cortante, el momento de flexión y la fuerza axial al interior de la viga en con- 
sideración están dadas por las ecuaciones (4.45), (4.46) y la parte izquierda de (4.43c); 
dichas ecuaciones se escribieron en las líneas 24, 25 y 26, respectivamente. 

Como es una viga simplemente apoyada, se tiene que en su apoyo izquierdo la fuerza 
cortante es igual a la reacción en dicho apoyo V(—L) = —qL (ver línea 35) y en el apoyo 
derecho la fuerza cortante es igual al negativo de la reacción en el apoyo: V(+L) = +qL 
(línea 36). Adicionalmente, en ambos apoyos el momento de flexión es cero, ya que la 
viga está simplemente apoyada, por lo que M(-L) = 0 y M(+L) = 0 (líneas 37 y 38). 
Por último, como la viga no está sometida a la acción de cargas axiales, se tiene que 
faxia (x) = O para todo x e [-L, L], lo cual se escribe en la línea 39. 

A continuación, procedemos a emplear la función de tensión de Airy, que después 
de muchos intentos en su selección se asumirá de la forma (ver Timoshenko y Goodier 
[1970, sección 22] y Sadd [2005, ejemplo 8.3)): 


5 


d(x, y) = Asx? + Ayx? y le Ay? + Ax? y? = A E 


esta ecuación se codificó en la línea 5. 

Se sabe que toda función de tensión de Airy y la función potencial V deben satisfacer 
la ecuación (5.40), lo cual se comprueba en las líneas 11 a 15. Como el programa impri- 
me "La ecuación biarmónica se satisface", se pueden estimar los esfuerzos 0, O, y 
T;y mediante las ecuaciones (5.33), las cuales están codificadas en las líneas 17 a 20. Al 
reemplazar dichos esfuerzos en las condiciones descritas (ver líneas 28 a 39), resulta un 
sistema de nueve ecuaciones con cuatro incógnitas (Maxima informa que las ecuaciones 
el, e5, e6, e7 y e9 son dependientes): Azo, A21, Aos y A23, que se resuelven en la línea 43, 
obteniendo: 


q 3q (5L*=20c?) q q 
A = 2 An ==> Ao = == A 
20 4 21 8c 03 4003 23 803 


Al reemplazar estas constantes en la ecuaciones asociadas a 0,, 0, y T,, resulta: 
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a1|/* Se reemplazan "A20", "A21", "A03" y "A23" en los esfuerzos sx, Sy y txy x/ 
as/[sx, sy, txyl : [sx, sy, txy], A20210323, factor$ 


dando como resultado: 


O,(x,y,Z) = 20 (151? — 6c? - 15x? +10y?) y (5.44a) 
0y(%,y,2) = ¿Ec = yNc+ y) (5.44b) 
Tel 12) = (Y - el (5.44c) 


A partir de estas ecuaciones, al tener en cuenta que I = 2tc*/3 y factorizar, 


s|/* Se compara la solución obtenida con las ecuaciones (4.44) x/ 
ari I : 2xtx*rC003/3$ 

asisx2 3 -(q/(2*1))*(x"2x*y - 2xy23/3 + 2xc"2xy/5 - L“2xy)$ 

a9psy2 : -(q/(2*1))*x(y73/3 - c02xy - 2xc73/3)$ 

so txy2 : -(q/(2x*1))x(c%2 - y02)x*x$ 


s|/x* El resultado de la siguiente línea es [0, 0, O] x*/ 
ss! factor([sx-sx2, sy-Sy2, txy-txy2]); 


resultan las ecuaciones (4.44), tal y como se verifica en las líneas 47 a 53, ya que la salida 
de esta última línea es [0, 0, 0]. 
Es muy importante observar que, en los extremos de la viga, los esfuerzos se distribu- 


222,2 
yen según 0,(x = +L, y) = ra y Tay[x = £L, y) = 4% (y? — c?); estos esfuerzos 


estarían producidos por los apoyos. Por lo tanto, todos los resultados deducidos en esta 
sección solo serían exactos bajo la suposición de que los apoyos producen dicha distribu- 
ción de esfuerzos en los extremos de la viga. Sin embargo, los resultados aquí expuestos 
son unas buenas aproximaciones debido al principio de Saint-Venant, que veremos en 
la sección 5.11. 

Para calcular las deformaciones, simplemente se reemplazan los esfuerzos en la ley 
de Hooke para tensión plana (4.34): 


s1/x* Se define el módulo de rigidezx/ 

s|G : E/(2x(1+nu))$ 

56 

s71/x Ley de Hooke para tensión plana, ecuaciones (4.34) x/ 
ex : (1/E)x*x(sx - nuxsy)$ 

ey : (1/E)x(sy - nuxsx)$ 

gxy : (1/G)x*txy$ 


uu 
o 0 


-N 
E 


dando como resultado: 


q 
20c3E 


Ex(x, y) = (-10c*v — 6c? y — 15c?vy — 15x?y +10y? + 5v y? + 15yL?) 
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ey(x, y) = E (-10c? - 150? y - 6c%vy — 15vx?y + 5y? + 10vy? + 15vyL?) 
3 
Yxy(x, y) = > (1+ v) (y? - E”) ds 


Por último, para calcular los desplazamientos hacemos uso de las formulaciones des- 
critas en la sección 5.6. 


a /x* Se calcula la ecuación (5.27) x*/ 

e df_dy_dg-dx : gxy - diff(integrate(ex, x), y) - diff(integrate(ey, y), Xx); 
63 

sal /x* y se separan sus términos df_dy y dg-dx teniendo en cuenta el término *x/ 
ess|/* constante wO x/ 

s!df_dy : expand (ev(df_dy_dg-dx, x=0)) + wO; 

s7|dg-dx : expand(ev(df_dy_dg-dx, y=0)) - w0; 


De esta forma, 


d d = 
df) + de(x) = We + ES (24c? + 15c%y — 5x? + 151?) x — w; 
dy dx 20c*E 
— uo  _________ ___———- 
0) de(x) 
dy dx 


aquí el lado derecho de la ecuación anterior es lo almacenado en la variable df_dy_dg_dx 
de la línea 62. 


Observe que en la ecuación anterior se realizó la separación de términos asociados 


a cada una de las derivadas Lu y On teniendo en cuenta que f y g son funciones de 


y y x, respectivamente, y que se incluyó un tercer término constante wo. 
Como lo que nos interesa son los términos f y g, se integran estos: 


ss| /* Se integran las funciones df_dy y dg-dx teniendo en cuenta las x*/ 
s|/x« constantes de integración u0 y v0O */ 

7 f : integrate(df_dy, y) + U0; /* f es una función solo de y x/ 
ng : integrate(dg-dx, X) + vO; /* g es una función solo de x x/ 


Para obtener: 
(y) = 00y +u0 


g(x) = SO5E (480? + 30c%v — 5x? + 301?) x? — (px + vo, 
c 


donde uy y vo son constantes de integración. 
Finalmente, se calculan los desplazamientos empleando las ecuaciones (5.26): 


n|/* Se calculan los desplazamientos utilizando las ecuaciones (5.26) */ 


73 /Uu : integrate(ex, x) + f$ 
7111V : integrate(ey, y) + 9$ 


97 
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Estos desplazamientos quedan en funciones de las tres constantes 4, Vo Y Wo que, según 
se estudió en la sección 5.6, están asociadas al desplazamiento y a la rotación rígida; las 
dos condiciones de apoyo v(+L, 0) = 0 y el conocimiento de que en el centro de la viga 
el desplazamiento horizontal es nulo, u(0, y) = 0, se usan para determinar el valor de 
las tres constantes uy, Vo y 00, asi: 


/* Solo resta encontrar los valores de u0, v0O y wO a partir de las */ 
/x* condiciones de frontera y el conocimiento de que en el centro de la x/ 
/* viga el desplazamiento horizontal es nulo: x/ 
u0vOw0 : solve([ ev(u, x=0 )=0, 
ev(v, x=+L, y=0)=0, 
ev(v, x=-L, y=0)=0 1], [u0, vO, w0]); 


encontrando que las constantes de integración son 


q 2 2 2 2 
=0 = L* (48c* + 30c*v + 25L wo = 0. 
ls ve gr ) 0 


Al reemplazar las constantes de integración en los desplazamientos encontrados en 
las líneas 73 y 74: 


[u, v] : [u, v], u0VOw0, expand; 


obtenemos los desplazamientos de la viga: 


(E y)= OE (-10c*v — 6c? y - 15c?vy — 5x?y +10y* + 5vy*+15y1?) — (5.452) 
v(x, y) = OE (-40c?* - 300? y - 12c*vy — 30vx?y + 5y? + 10vy? + 30vyL?) 
+05 (e 12) (480? + 300? - 54? + 2517). (5.45b) 


Por último, observe que la deflexión vertical de la viga en el punto x = 0, y = 0 es 


/* Se calcula el desplazamiento vertical en x=0, y=0 x*/ 
V, X=0, y=0, expand; 


[* 2 480? 2111 4 2 
y(0,0) = 2 (1. + e +5): 
24EI SE+ 2512 384 EI 5 BES 
este resultado coincide con el predicho por la teoría de vigas de Euler-Bernoulli (ver 


Álvarez-Marín [2023b]) cuando c/L = 0. 


5.8. Ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier 


Las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio junto con la ecuación diferencial par- 
cial de compatibilidad nos permitieron calcular el esfuerzo y la deformación en todos 
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los puntos del sólido. Sin embargo, si queremos calcular directamente los desplazamien- 
tos de las diferentes partículas de nuestro sólido, se requiere resolver el problema de un 
modo alternativo, utilizando las llamadas ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy- 
Navier,'? que deduciremos en esta sección. Estas ecuaciones son las más importantes de 
la elastoestática. 

Considere las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (5.2), que reescribimos 
aquí por conveniencia: 


d0,(x, y, z) , Ora (6, 92) : ES 


X(x,y,z2)=0 
Ox Oy a A 
DE) De EE) Ord yz) 
3x + y + 37 + Y(x,y,2)=0 
Dr). DEAN) delay Ñ 
3x + y + e + Z(x,y,z)=0. 


Es evidente que, en este caso, tenemos seis incógnitas y solo tres ecuaciones; por lo tanto, 
requerimos ecuaciones adicionales que relacionen las componentes de esfuerzo 0;, 0y, 
Oz) Txy» Txz Y Tyz Y las componentes de desplazamiento u, v y w. En el caso del material 
elástico, lineal, isótropo y homogéneo, las deformaciones y los esfuerzos están relaciona- 
dos por la ley de Hooke (4.14) que reescribimos aquí, reemplazando las deformaciones 
longitudinales (3.12) y angulares (3.14) por su significado correspondiente: 


du dv 0w du du dv 
EN AA Rp a 
É > oz ds a+?) 
du dv Jow ov du  0w 
E y] pal ELLA NE Te ad y a 5.46 
o [o]. oy Ñ (e dt 
du dv Jow ow dv  Jw 
+ O 26 Ll El 
ú (eo). 02 Do SES 
observe que en las ecuaciones (5.46) se tuvo en cuenta que la dilatación cúbica de un 
sólido está dada por la ecuación (4.27) y es e = qu + + o 


Reemplazando las ecuaciones (5.46) en la primera ecuación diferencial de equilibrio, 


tenemos 
dls. OTaj OT 
+ + 


X=0 
dx dy 02" 
s) du dv dw du o [du dv o (du dw 
2 X =0, 
(rs a) ES al i 
y reorganizando la ecuación anterior, resulta: 
9 [du dv 0w vu du uy 
ad [dd A E 
EEES ESFREOR i 


/5 En algunos textos se les conoce también como las ecuaciones de Navier-Cauchy, las ecuaciones de 


Navier-Lamé o simplemente como las ecuaciones de Navier, en honor a Claude Louis Marie Henri 
Navier (1785-1836), matemático, físico e ingeniero civil francés. 
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Siguiendo el mismo procedimiento en la dirección y y en la dirección z, deducimos: 


o [du dv 0ow dy dv 0? 
Y = 
ao la): 0 


o [du dv  dw d%w w  0w 
Ed [to pa AA EN 
A E 0 


Estas tres últimas ecuaciones son las denominadas ecuaciones de Cauchy-Navier, las cua- 
les se pueden expresar en notación vectorial como 


(A+ G)V(V -4) +GV?%u+b=0, 
y en notación indicial de la siguiente forma 
(2 + Gus + Gu; jj + b; = O, 
donde u representa, en este caso, el vector de desplazamiento u(x, y,z) := [u(x, y,z), 
v[x, y,z), w(x, y,z)]" y b := [X, Y, Z]" denota el vector de fuerzas másicas. Otra 
forma de expresar las ecuaciones de Cauchy-Navier es 
de 3 
(A1+G)—+GVuU+X=0 
Ox 


(1 +G) z +GVv+Y=0 (5.47) 


(+6) E +GVw+Z=0, 


las cuales se expresan en notación vectorial como 
(1+G)Ve+Gv%u+b=0. (5.48) 


Tenga en cuenta que estas ecuaciones son válidas, únicamente, para sólidos hechos con 
materiales elásticos, lineales, isótropos y homogéneos. 


5.8.1. Condiciones de frontera asociadas a las ecuaciones de 
Cauchy-Navier 


La solución del sistema de ecuaciones (5.48) requiere también plantear unas condiciones 
de frontera. Se puede observar que se tienen tres ecuaciones diferenciales parciales de se- 
gundo orden, expresadas en términos de las funciones u(x, y,z), v(x, y, z) y w(x, y,z). 
Ya que cada una de estas funciones aparece como una derivada de segundo grado, nece- 
sitamos tres condiciones adicionales en cada punto de la frontera, una por cada función 
(en el caso bidimensional necesitaríamos dos). 
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Como tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, 
requerimos imponer condiciones en las derivadas hasta de primer orden. Esto quiere 
decir que podemos especificar los desplazamientos u(x, y,z), v(x, y,z) y w(x, y,z) O 
sus derivadas (las deformaciones longitudinales y angulares) en los puntos pertenecien- 
tes a la frontera. Por ejemplo, nosotros sabemos que en un apoyo empotrado no existe 
movimiento en las direcciones x, y y z, por lo cual podríamos decir que en el borde 
correspondiente al apoyo u(x, y,z) = v(x, y,z) = w(x, y,z) =0. 

Sin embargo, utilizando la ley de Hooke generalizada (ecuación [4.14]), podríamos 
también especificar los esfuerzos normales y cortantes en la frontera. Si se sustituyen 
las ecuaciones (4.14) en la variante de la ecuación de Cauchy (5.23) que usamos para 
relacionar las fuerzas superficiales con los esfuerzos internos del material, es posible 
obtener la ecuación 


A A E 

v  0ov Qv u  0v  0w 
Y | = O le 0|+G|5 En 3 | FE ay dy dy Bl, (5.49) 
z 0 0 le de e O O 

Ox  0y  0z Oz  0z Oz 


relacionando así las fuerzas superficiales con los desplazamientos internos del sólido. 
Esta ecuación es válida en todos los puntos (x, y, z) que pertenecen a la frontera 0. 

También es posible establecer una condición de frontera en la que se detallan algunas 
fuerzas y desplazamientos. Por ejemplo, en un apoyo en forma de rodillo podríamos 
especificar en la dirección y un desplazamiento vertical nulo v = 0, mientras que en la 
dirección x podríamos decir que la fuerza aplicada es nula X = 0. Es importante destacar 
que es deber del analista estructural imponer condiciones de frontera que sean factibles 
desde un punto de vista físico. 

Es conveniente recalcar, por último, que las ecuaciones (5.47) junto con las condi- 
ciones en la frontera definen completamente las tres componentes del desplazamiento 
u, v y w. Observe que no es necesario tener en cuenta las ecuaciones diferenciales de 
compatibilidad, puesto que las ecuaciones (4.3) y (4.12) contemplan la deformación del 
sólido. 


5.8.2. Particularización de las ecuaciones de Cauchy-Navier al caso 
bidimensional 


Las ecuaciones de Cauchy-Navier, en su forma más general, están referidas al caso tridi- 
mensional; no obstante, es factible simplificarlas al caso bidimensional. 
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Las particularizaciones de las ecuaciones de Cauchy-Navier (5.47) para el caso de 
deformación plana aparecen al reemplazar las ecuaciones (4.38) en las ecuaciones dife- 
renciales de equilibrio (5.2), obteniéndose: 


rar) exo 


ox  0y 


alero (5.50) 


para el caso de tensión plana, se reemplazan las ecuaciones (4.35) en (5.2), resultando: 


dE du 
2 
En == E 


Gv?v (5.51) 


E lo) E 


“51 dy Vox ú 


La demostración de estas ecuaciones y sus correspondientes condiciones de frontera se 
deja como ejercicio para el lector. 


5.9. Unicidad de la solución 


Una pregunta que surge al plantear las ecuaciones (5.48) junto con sus correspondientes 
condiciones de frontera (5.49) es si la solución a dichas ecuaciones diferenciales es única, 
o si por el contrario existen varias soluciones que al mismo tiempo las satisfacen. 

Las soluciones a los problemas de valor en la frontera estudiados en el presente capí- 
tulo permiten obtener las componentes de esfuerzo, deformaciones y desplazamientos 
en todos los puntos del cuerpo, de modo que las ecuaciones de equilibrio y compatibili- 
dad, así como todas las condiciones de frontera sean satisfechas. El físico alemán Gustav 
Robert Kirchhoff (1824-1887) determinó que si una solución existe, esta es única en tér- 
minos de esfuerzos y deformaciones y que los desplazamientos son únicos dentro de los 
límites impuestos por un movimiento rígido arbitrario, o sea, dos soluciones diferentes 
al mismo problema no pueden existir excepto para soluciones que únicamente difieren 
en rotaciones y traslaciones rígidas. Un esbozo de dicha demostración se encuentra, por 
ejemplo, en Timoshenko y Goodier (1970, sección 96). 

Es importante anotar que la unicidad y existencia de la solución no se garantizan en 
sólidos hechos de materiales con comportamiento no lineal, plástico o sujetos a grandes 
deformaciones. 


h 
Q 
(59) 
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5.10. Principio de superposición 


Antes de dar inicio a la discusión, se recomienda al lector revisar la sección 4.3.1, ya que 
allí se analizan ciertos aspectos que trataremos, en detalle, a continuación. El principio de 
superposición expresa que los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos de un sólido 
en equilibrio sujeto a un conjunto de configuraciones de carga se pueden analizar como 
la suma de las soluciones que corresponden a dichas configuraciones, asumiendo que 
cada una de ellas se aplica independientemente. 

Supongamos, por ejemplo, que un sólido se encuentra sometido a las siguientes con- 
figuraciones de carga: 


Configuración 1: cargas másicas X,, Y, y Z, y cargas superficiales X;, Y y Z;. 
Configuración 2: cargas másicas X», Y, y Z, y cargas superficiales X», Y, y Za. 


Las respuestas estructurales ante cada una de estas configuraciones serían, respecti- 
vamente: 


Respuesta 1: desplazamientos u;, v, y w,, deformaciones e, y esfuerzos 0. 
Respuesta 2: desplazamientos u,, v, y wz, deformaciones €, y esfuerzos 0». 


Según el principio de superposición, si aplicamos al sólido simultáneamente ambos 
sistemas de fuerzas, es decir: 


Configuración 1 bd 2: Cargas másicas X¡+X», Y, + Y) y Z¡+Z) y cargas superficiales HA, 
Y; + Y, y Zi + Zo, 


la respuesta estructural sería: 


Respuesta 1+ 2: desplazamientos u; + 42, Y] + V, y W, + w, deformaciones €; + €, y 
esfuerzos 0; + 0). 


Para corroborar este hecho, basta verificar que el problema de elasticidad que de- 
bemos resolver es una particularización de las ecuaciones (5.48) y (5.49), que para la 
configuración 1 sería: 

(1 + G)Ve, + GV*u; + b; =0, 


donde e, = tr(€,) y b, =[X,, Y, Z1]" con las condiciones de frontera: 


- 9 Ji du du 0 ow 
X le, 0 0 9% E 9 de qe dx a 
a Y 2 o du 91 ow 
Y |=[0 la 0 [+Gl|% 3 3 +13 ay ay 18)» 
Z MW wm du 2 dw 
1 0 0 her 9x dy Oz dz Oz dz y 


y para la condición 2 las ecuaciones a resolver serían 


(A + G) Ve, + GV*u) + b, =0, 


ho 
Oy 
¡05 
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donde e, = tr(€,) y b,= [X>, Y,, Z2]* con las condiciones de frontera: 


> Jguz Ju du du dv 0w 
X> le» 0 0 En Lo De q pS e a 

pa dv da o du dv JW 

Z wz JW dwz Dua da 9 
A 0 sl %ez Ox dy Oz Oz Oz Oz y 


En el caso de la configuración de carga 1 + 2, el problema de valor en la frontera resul- 
tante aparece al sumar las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera necesarias 
para resolver las configuraciones de carga 1 y 2; en otras palabras, 


(A+ G)V (e, +e,) +GV*(u +4u,)+b,+b,=0 


con las condiciones de frontera: 


X,+X, (e, + e>) 0 0 
Y + Y |= 0 A (e, + e2) 0 
ZLi+Zo 0 0 A (e, + e2) 
0(u+tu)  0(u+uz)  0(u+u2z) Ou +u,)  O(v+v2)  0(w+w) 
dx dy z Ox ox Ox a 
+G Autv) a Antro) e Arte) AS A B 
0(w+w)  o(w+w2)  0(w+w2) 0(u+u2)  0(v+v)  0(w+w2) y 
Ox dy Oz Oz Oz Oz 


Observe que la naturaleza lineal de las ecuaciones clásicas de la elasticidad es lo que 
establece el principio de superposición. Una consecuencia inmediata que se deduce de 
dicho principio es que el estado final de carga del cuerpo no depende del orden en el que 
se aplican las fuerzas. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que el principio de superposi- 
ción no es aplicable cuando se analiza un sólido cuyo material tiene un comportamiento 
no lineal o cuando los cambios de posición y forma de la estructura al aplicar la configu- 
ración de fuerzas 1 se tenga que considerar antes de aplicar el sistema de fuerzas 2; esto 
ocurre, por ejemplo, en el caso de una barra sometida simultáneamente a flexocompre- 
sión, tal y como se ilustró en la figura 4.6. 

Al analizar la deducción del principio de superposición se pueden establecer cuatro 
condiciones necesarias para que este sea aplicable: 


+ El sólido debe ser elástico y, bajo las acciones exteriores, el material no se agrieta 
ni se traslapa. 


+ Las acciones exteriores producen en el sólido pequeños desplazamientos, defor- 
maciones y giros. Esto se conoce a veces como principio de rigidez relativa: se des- 
precia el cambio de geometría del sólido durante la deformación. 


+ El material se debe regir por la ley de Hooke (en otras palabras, debe haber una 
relación lineal entre esfuerzos y deformaciones). 


» Las deformaciones son recuperables. Existe un estado de referencia del sólido, nor- 
malmente el estado original sin deformar, al cual vuelve el sólido al retirar las ac- 
ciones exteriores. 


yO la 


5.11. PRINCIPIO DE SAINT-VENANT 


En resumen, el principio de superposición establece que dos soluciones para el mis- 
mo sólido, con la misma geometría, pero con diferentes condiciones de frontera se pue- 
den adicionar para obtener la solución al problema en el que ambos conjuntos de con- 
diciones de frontera se están aplicando simultáneamente. Esta es una herramienta muy 
poderosa de la cual haremos uso en capítulos posteriores. 

Finalmente, es importante mencionar que a una función f que satisface el principio 
de superposición se le llama función lineal, y que la superposición, en términos generales, 
está definida por dos propiedades: la aditividad y la homogeneidad. Se dice que una fun- 
ción f es aditiva cuando f(x,+x,) = f(x1)+f(x2) y es homogénea si f(ax) = af(x) para 
cualquier escalar «. Supongamos que tenemos una estructura elástica lineal sometida a 
la acción de una única carga. Dado que en la teoría de la elasticidad las formulaciones 
son lineales, cuando se duplica la magnitud de dicha carga, por la homogeneidad asocia- 
da a las ecuaciones, es de esperar que los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos 
presentes en la estructura también se dupliquen. Se deja como ejercicio al lector verificar 
la aditividad y la homogeneidad de todas las ecuaciones estudiadas en este capítulo. 


5.11. Principio de Saint-Venant 


Suponga que las fuerzas que actúan sobre un pequeño elemento de la superficie de un 
cuerpo elástico son reemplazadas por otro sistema de fuerzas actuando sobre la misma 
porción de superficie y que es estáticamente equivalente al anterior. Entonces, según 
el principio de Saint-Venant, aunque esta distribución de fuerzas produce cambios sus- 
tanciales en los esfuerzos de forma local, esta distribución de fuerzas tiene un efecto 
despreciable en los esfuerzos que son producidos a distancias mayores comparadas con 
las dimensiones lineales de la superficie en la cual las fuerzas fueron cambiadas. Dicho 
principio fue postulado en 1855 por el físico, ingeniero mecánico y matemático francés 
Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886). 

La importancia del principio de Saint-Venant en mecánica de sólidos radica en que 
es posible reemplazar complicadas distribuciones de carga en la frontera o condiciones 
de frontera complicadas en otras que son mucho más sencillas de resolver, siempre y 
cuando la región donde se aplique la carga sea relativamente pequeña en comparación 
con la superficie total del sólido (figuras 5.7 y 5.8). A lo largo del libro, haremos referencia 
a este principio. 


5.12. Resumen 


En conclusión, en el caso bidimensional, las ecuaciones diferenciales de equilibrio espe- 
cificadas en (5.1): 


DO DE 
X= 
Ox" dy M i ox  0y 


ho 
¡0 
Y 
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PB ps 


Figura 5.7. El principio de Saint-Venant establece que es posible reemplazar complicadas 
distribuciones de carga en la frontera o condiciones de frontera complicadas por otras 
estáticamente equivalentes que sean mucho más fáciles de manipular, siempre y cuando la 
frontera sea geométricamente corta. Los esfuerzos serán diferentes localmente, pero lejos 
del punto de aplicación de la carga, estos serán similares para ambas geometrías. 


O 


= 


Figura 5.8. Al sólido mostrado en la parte superior se le aplicó en su borde derecho una 
carga distribuida de magnitud p, mientras que al inferior se le aplicó en la quinta 
parte de su lado derecho un esfuerzo, estáticamente equivalente, de magnitud 
5p. Observe la distribución de los esfuerzos cortantes máximos Tmaáx en ambos 
casos. Si bien, localmente, cerca a las cargas hay diferencias en la distribución 
de los esfuerzos, lejos del punto de aplicación de las cargas la distribución de 
esfuerzos es prácticamente igual; esto evidencia el principio de Saint-Venant. 


en conjunto con las condiciones de frontera dadas en (5.21): 


(7) _ ae E le) 
Y(s)) Arsys) os) JABG) 


5.12. RESUMEN 


para todos los puntos (x(s), y(s)) que pertenecen a la frontera 9.0), y una de las ecuacio- 
nes de compatibilidad (5.13): 


dd + ds (o +0,)=K RS 

dx2 aya? >? Nox oy)” 
constituyen un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales con tres incógnitas (0,,, 
0y Y Txy), que por lo general permite la determinación completa de la distribución de los 
esfuerzos en un problema bidimensional. Estas ecuaciones se pueden agrupar en una 


sola ecuación diferencial, la cual está escrita en términos de la función de tensión de 
Airy e y de la función V: 


4 4 4 2 2 
cd IE ¿e Da o 
ax xo) ay" ax ay 


> 


en el caso especial que no se tienen en cuenta las fuerzas másicas, se puede hacer V =0. 

Un enfoque alternativo, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, 
consiste en utilizar las ecuaciones de Cauchy-Navier para el caso bidimensional. En el 
caso de deformación plana, estas son las ecuaciones (5.50): 


do [ou  ov 
2 
a AS X= 
cru le e)» 0 
do [du dv 
Gv? A+G)=|—+—]|+Y=0, 
Viv +(1+ Mz) 


y en el caso de tensión plana son las ecuaciones (5.51): 


E  0[o0u  ov 
2 
X= 
tz) ' 
E fou  ov 
2 
Y =0. 
alta): 0 


El problema de elasticidad más general en 3D requiere el cálculo de los desplazamien- 
tos, las deformaciones y los esfuerzos en todos los puntos de un sólido y se soluciona 
resolviendo el sistema de quince ecuaciones con quince incógnitas (0, Oy, ..., Tyz Ex» 
Ey» ===> Pyz» U, V y w) dado por las ecuaciones de equilibrio (5.2) (tres ecuaciones), las 
ecuaciones que definen las deformaciones longitudinales (3.12) y angulares (3.14) (seis 
ecuaciones) y la ley de Hooke generalizada (4.18) (seis ecuaciones). 

Por lo general, los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales anteriores se pueden 
resolver de forma numérica, utilizando, por ejemplo: 


+. El método de los elementos finitos. 


+» El método de las diferencias finitas. 
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Formulación basada en 
esfuerzos 


EDP de compatibilidad (6) 


1 %e 


1+y 0x2 
1 %e 


v 
=- + 
El dy 


OY 
2 


1 2%e 


v [fox o0Y 0z 
na == SR + 
1+v dy? 1-v 


dx dy  0z 


dy 
9Z 


1+v 022 


1 %e 
“a +v ES 
il 
UE 0" 
1 
“Ten y EN 


ASI: 9X ,9Y 0Z E 
Ox dy  0z 


ES 


(E =) 


la 


Oz 


du 


Ex(x, y,z) = nl A 
xy 


Formulación basada en 
desplazamientos 


EDP de Cauchy-Navier (3) 


(+6) E +Gv*u+Xx=0 


0+0% ¿Gvv+Y=0 
dy 


(+6) 2 +G0vw+Z=0 


0, = le +2Gex 2 
v 
oy = le +2Ge, (042) = e 
0, = le +2Gez Se= YN, y,2) 
dw 


oz (y,2) ñ dy 


MES (92) 


Ex, y,2) = 
(072) 


Ecuaciones de Lamé 


(ley de Hooke) Deformaciones 


Desplazamientos 


Figura 5.9. Relación esquemática de las ecuaciones diferenciales 
parciales (EDP) de la teoría de elasticidad lineal isótropa. 


+. El método de los elementos de frontera. 
+. El método de los volúmenes finitos, entre otros. 


En Álvarez-Marín (2023a), haremos una presentación del método de las diferencias fi- 
nitas y resolveremos con Maxima, Matlab y Excel el problema de elasticidad basado en 
las formulaciones de Airy y Cauchy-Navier. Una excelente referencia para el aprendizaje 
del método de los elementos finitos es, por ejemplo, Oñate (2009). 

En la figura 5.9 se presenta esquemáticamente la relación entre algunas de las ecua- 
ciones diferenciales parciales presentadas en este capítulo. 


5.13. Ejercicios propuestos 


1. En la deducción de las ecuaciones diferenciales de equilibrio se realizaron suma- 
torias de fuerzas en las direcciones x y y, pero no se llevó a cabo la sumatoria 
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de momentos ni se igualó esta a cero. Intente dicho procedimiento, pero esta vez 
asumiendo que Tyy y T,x son esfuerzos diferentes. Demuestre que al hacer la su- 
matoria de momentos e igualarla a cero se obtendrá la igualdad 1, = Tyx. 


2. Demuestre que 
Ex = k(x? + y?) ey = ky? Ves = 2KxJ t=Ye=V46=0 
es un estado de deformaciones posibles (o sea, que cumple con las ecuaciones de 
compatibilidad), mientras que 
E, = kz (x?+ y?) a PS O PA 
no lo es. Aquí k es una pequeña constante. 
3. Considere un rectángulo como el mostrado en la figura 5.10. Si la función de Airy 
está representada por p(x, y) = 2x?y + 3xy? — y?, y suponiendo que V(x, y) =0: 
+ Verifique que esta función satisface el biarmónico V*¿ =0. 
» Determine 0,, 0, y T,y para el punto ubicado en (0.1, 0.25). 


+ Determine y grafique las cargas distribuidas 0,, 0, y T,y actuando sobre la 
superficie AB. 


+ Determine y grafique las cargas distribuidas 0,, 0, y T,y actuando sobre la 
superficie BC. 


Figura 5.10. Rectángulo analizado en el ejercicio propuesto 3.. El ancho de la rejilla es 1. 


4. Demuestre que el vector tangente a la curva paramétrica (x(s), y(s)) que apunta 
en el mismo sentido que se grafica la curva a medida que s se incrementa está dado 


po =[32, 9] 
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. En el curso de Resistencia de Materiales usted aprendió que para una viga de sec- 
ción rectangular cuadrada de ancho b y altura h los esfuerzos al interior de la viga, 
en el punto (x, y, z), están dados por 


M 
Ox(x, y,z) = HEY ay (x,y,z)=0 O x,y,2)=0 
V(x)Q 
Ty (Xx, y, Z) = YeJe0) Ta a=0 Tyel(x, y, 2) = 0; 


aquí [ = ol denota el momento de inercia de la sección transversal de la viga, 
Q(y) =? E - y?) denota el primer momento del área comprendida entre la al- 
tura y medida a partir del eje neutro de la viga y su extremo inferior, M(x) es 
el momento de flexión y V(x) = mts) denota la fuerza cortante en la sección 
analizada. Sin considerar en el cálculo las fuerzas másicas, demuestre que estos 
esfuerzos no satisfacen las ecuaciones de equilibrio.”* 


. Deduzca las ecuaciones de compatibilidad bidimensionales en términos de esfuer- 
zos, teniendo en cuenta los efectos de los cambios de temperatura en el material. 


7. Deduzca las ecuaciones de Cauchy-Navier para el caso de tensión plana (5.51) y pa- 
ra el caso de deformación plana (5.50) junto con sus correspondientes condiciones 
de frontera. 


. Suponga que una artista contrata a su empresa porque quiere hacer una escultura 
de gran tamaño con un polímero de muy alta resistencia, cuyo comportamiento 
es elástico no lineal y requiere que usted le ayude con el diseño estructural. Su em- 
presa cuenta con dos paquetes de análisis estructural para realizar los cálculos de 
dicha estructura. Leyendo en el manual del software xxx, usted encuentra que las 
ecuaciones que el paquete resuelve son las ecuaciones diferenciales de equilibrio 

Orey 00% 


Oy "OE 
X= =— + Y =0, da 
TOR 0 Y 0 (602) 


junto con la única ecuación de compatibilidad 


Y yy E e, de e, 
dxdy 9y? 0x2” 


donde usted debe especificar la ley que relaciona los esfuerzos y deformaciones. 
Por otro lado, el paquete Y YY resuelve las ecuaciones diferenciales de equilibrio 
(5.52) junto con la única ecuación de compatibilidad 


Este es uno de los muchos resultados que indican la naturaleza aproximada de los métodos estudia- 
dos en Resistencia de Materiales. 
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Como ingeniero/a estructural responsable, usted debe decidir qué programa de 
análisis estructural utilizar. Dé su opinión acerca de los siguientes aspectos: ¿qué 
suposiciones hacen estos programas de computador (con respecto a las cargas apli- 
cadas, forma de la estructura, propiedades del material, deformaciones de la es- 
tructura)?; ¿estos programas son adecuados para hacer el diseño de la estructura? 
Justifique sus respuestas. 


. Verifique la aditividad y la homogeneidad de todas las ecuaciones estudiadas en 


este capítulo. 


Se solicita al lector verificar que el siguiente código de Maxima hace análisis 
similar al ejecutado en la sección 5.4, pero esta vez con una viga en voladizo como 
la mostrada en la figura 5.11, asumiendo que dicha viga está sometida a una carga 
uniformemente distribuida en su parte superior de magnitud q. 


MOntIntatad)e 


2c 


L 


HH 


Figura 5.11. Viga analizada en el ejercicio propuesto 10. 


Utilice la función de tensión de Airy (verSadd [2005, p. 205])): 
b(x, y) = C(L-—x)?+ CL -x)*y + Cay? + Cay? - 5C4(L-x)?y?. 
El código de Maxima es el siguiente: 


1t : 1$ /x espesor = 1 m x/ 
21V : 0$ /x* V=0, ya que no se considerarán las fuerzas másicas x*/ 
3 


«| /x Se propone la función de tensión de Airy */ 

siphi : C1lx*(L-x)%2 + C2x*(L-x)%2xy + C3xy73 + C4xy?5 - 5*C4x*(L-x)*2x*y"3$ 
6 

71/* Se define el laplaciano y el biarmónico de "f" x/ 

silapl(f) := expand(diff(f,x,2) + diff(f,y,2))$ /* laplaciano x*/ 

9 biar(f) := expand (lapl (lapl(f)))$ /* biarmónico (5.42) x*/ 
10 

u|/* Se verifica que se satisfaga la ecuación (5.40) */ 

v if biar(phi) = K2x*lapl(V) then 

1 print("La ecuación biarmónica se, satisface") 
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else 
print("La ecuación biarmónica_no,se satisface")$ 


/* Se definen los esfuerzos utilizando la función de tensión de Airy x*/ 
sx : diff(phi, y,2) + V$ /x ecuación (5.33a) */ 
sy : diff(phi, x,2) + V$ /x ecuación (5.33b) x/ 
txy : -diff(phi, x,1, y,1)$ /x* ecuación (5.33c) */ 


/* Se definen la fuerza cortante (4.45), el momento flector (4.46) x*/ 
/x y la fuerza axial (4.43c) */ 


V(xx) := -integrate(integrate(ev(txy, X=xX), 2 De la Yo =En Ola 
Mod)  := -integrate(integrate(ev(sx, X=xXX)xy, Z, 0, t), y, -C, C)$ 
faxial :  integrate(integrate( sx, Zo O. lo Yo =€o IS 


/* Se establecen las condiciones de frontera (4.42) x/ 
el : ev(txy, y=+cC) = 05 

e2 : ev(txy, y=-C) = 0$ 

e3 : ev(sy, y=+c) q/t$ 

e4 : ev(sy, y=-C) = 0$ 


/* Se establecen las condiciones de frontera (4.43) x*/ 


e5 : V(0) = -qx*L$ 

e6 : V(L) = 0$ 

e7 : M(0) = qxL%2/2$ 

e8 : M(L) = 0$ 

e9 : faxial = 05 /* para todo x en [-L, L] x/ 


/* Usando las ecuaciones "el" a "e9" se encuentran las constantes */ 
const : solve([el, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9], [C1, C2, C3, C4]); 


/* Se reemplazan las constantes en los esfuerzos sx, sy y txy */ 
[sx, sy, txyl : [sx, sy, txy], const$ 


/* Se define el módulo de rigidez */ 
G : E/(2x(1+nu))$ 


/* Ley de Hooke para tensión plana, ecuaciones (4.34) x/ 
ex : (1/E)*x(sx - nuxsy)$ 

ey : (1/E)*(sy - nuxsx)$ 

gxy : (1/G)x*txy$ 


/* Se calcula la ecuación (5.27) x/ 
df_dy_dg-dx: gxy - diff(integrate(ex,x), y) - diff(integrate(ey,y), X); 


/*x y se separan sus términos df_dy y dg-dx, teniendo en cuenta el x/ 
/* término constante w0 x*/ 

df_dy : expand(df_dy_dg_dx) + w0O, x=0; 

dg-dx : expand(df_dy_dg-dx) - w0O, y=0; 


/* Se integran las funciones df_dy y dg-dx, teniendo en cuenta las */ 
/x constantes de integración u0 y v0O */ 

f : integrate(df_dy, y) + U0; /x f es una función solo de y x/ 

g : integrate(dg-dx, Xx) + v0; /* g es una función solo de x x*/ 
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/x* Se calculan los desplazamientos utilizando las ecuaciones (5.26) */ 
u : integrate(ex, Xx) + f$ 
v : integrate(ey, y) + 9$ 


/x* Solo resta encontrar los valores de u0, v0O y wO a partir de las x/ 
/x*« condiciones de frontera y el conocimiento de que en el extremo */ 
/* izquierdo de la viga el desplazamiento es nulo: x*/ 
rot : (diff(v,x) - diff(u,y))/2; /* rotación en un punto, ec. (3.32) */ 
u0vOwO : solve([ ev(u, x=0)=0, 

ev(v, x=0)=0, 

ev(rot, x=0)=0 ], [u0, vO, w0]); 


lu, v] : [u, v], u0vOw0, expand; 


El código anterior arroja que el esfuerzo o, y los desplazamientos al interior de la 
viga están dados por 


o, (x, y) = E (6c? +15x? - 10y? - 30xL +151?) (5.533) 
u(x, y) = o. (10c*v + 60? y + 15c%vy + 5x*y — 10y? — 5vy? 
-I5xyL + 15y1?) (5.53b) 
v(x, y) = OE (-48c?x - 30c?%vx + 5x? + 30vx y? + 120c?L + 120c*vL 
-20x?L —- 60y?L — 60vy?L + 30x1?) (5.53c) 


Observe que esta es una solución que asume que en el lado derecho de la viga 
existe un esfuerzo 0,(L, y) = qy(5y? - 3c?)/(10c*), lo cual no concuerda con 
la disposición de cargas mostrada en la figura 5.11. Por lo tanto, esta es solo una 
solución aproximada al caso real, la cual funciona muy bien lejos de los extremos 
de la viga, en virtud del principio de Saint-Venant. 


Deduzca las ecuaciones de Cauchy-Navier, para el caso tridimensional, que tienen 
en cuenta los efectos de la deformación por cambios de temperatura. 


5.14. Preguntas de control de lectura 


1. 


¿Es claro que el objetivo principal de esta sección es deducir unas ecuaciones que 
permitan determinar los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos en todos los 
puntos del sólido? Estas ecuaciones son las resueltas internamente por los sofisti- 
cados paquetes de análisis estructural como Ansys, Abaqus y Comsol. 


. Deduzca las ecuaciones de equilibrio (5.2). 


. ¿Son válidas las ecuaciones de equilibrio (5.2) en el caso de tener un material elás- 


tico no lineal? 


10. 


11. 


12. 


13; 


14. 


15: 


16, 


17. 
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. Al analizar la figura 5.1 se afirmó que el elemento se encuentra en equilibrio está- 


tico, debido a esto se realizó sumatoria de fuerzas en las direcciones x y y igualán- 
dolas a cero. ¿Por qué no se realizó así mismo la sumatoria de momentos igual a 
cero? 


. ¿Por qué se dedujeron las ecuaciones de compatibilidad? ¿Son las ecuaciones de 


equilibrio suficientes? 


. Deduzca las ecuaciones (5.7). 


¿Por qué se particularizaron las ecuaciones de compatibilidad para el caso de ten- 
sión y deformación plana? 


. Deduzca la ecuación de compatibilidad (5.10). 


. Deduzca la ecuación de compatibilidad (5.12). 


¿Son válidas las ecuaciones de compatibilidad (5.10) y (5.12) en el caso de tener un 
material con comportamiento elástico no lineal? ¿Qué puede decir con respecto a 
las ecuaciones (5.7)? Justifique sus respuestas. 


Deduzca la ecuación (5.21). 


En la sección 5.5.2 se parte del hecho de que el integrando en una integral es nulo 
si esta integral vale cero al ser evaluado en cualquier subconjunto sobre el dominio 
del integrando. En otras palabras, sea f : (Q > ¡Runa función que se integra sobre 
una región V y supongamos que su integral vale cero para todo V € (2, en otras 
palabras, f, f(x) dx = 0 para todo V < (2; esto implica que f(x) = 0 para todo 
x € (2. ¿Es completamente claro lo que se acabó de decir? 


Deduzca las tres ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio utilizando lo visto 
en la sección 5.5.2. 


¿Para qué sirve la función de tensión de Airy? Dedúzcala. ¿Es válida esta ecuación 
en el caso tridimensional? ¿Es válida en el caso de tener un material elástico no 
lineal? 


Se recomienda leer tantas veces como sea necesario la sección 5.12, hasta que usted 
esté seguro de que la entiende perfectamente. 


¿Para qué sirven las ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier? ¿Es me- 
jor resolver estas ecuaciones o el conjunto de las ecuaciones de equilibrio más las 
ecuaciones de compatibilidad? Justifique sus respuestas. 


Deduzca las ecuaciones (5.47). 


5.14. PREGUNTAS DE CONTROL DE LECTURA 


18. En la sección 5.10 se discutieron cuatro condiciones necesarias para que el princi- 
pio de superposición sea aplicable. Explique el porqué de cada una de estas condi- 
ciones a partir de la deducción matemática hecha en dicha sección. 


19. ¿Es claro que las condiciones de frontera se pueden especificar ya sea como los 
desplazamientos o como esfuerzos aplicados en el contorno del sólido? 


CAPÍTULO 


Formulación de la teoría de la elasticidad 
en coordenadas cilíndricas 


Hasta el momento se han deducido todas las fórmulas del libro teniendo como base 
un sistema de coordenadas cartesianas (también llamadas coordenadas rectangulares). 
Sin embargo, en ocasiones es conveniente expresarlas en otro sistema de coordenadas, 
como los de coordenadas cilíndricas o esféricas, ya que en ciertos casos las soluciones 
resultantes se vuelven mucho más cortas y simples que su correspondiente formulación 
en coordenadas rectangulares. 

A lo largo de este capítulo, revisaremos muchos de los términos y ecuaciones analiza- 
das en las secciones anteriores, teniendo en cuenta el sistema de coordenadas cilíndricas 
y sus dos simplificaciones: los sistemas de coordenadas polares y axisimétricos. Estos 
tipos de sistemas de coordenadas proveen un ambiente natural para la descripción ma- 
temática de los esfuerzos, las deformaciones y los desplazamientos en túneles, tuberías 
sometidas a presión, arandelas, cargas puntuales que actúan sobre planos seminfinitos, 
entre otros. 

En la deducción de las ecuaciones se utilizará el paquete de cálculo simbólico Ma- 
xima. Veremos que con la ayuda de este programa ¡nos ahorraremos muchas horas de 
dispendiosa álgebra! Por lo tanto, se invita al lector a experimentar en su computador el 
código aquí mostrado para mayor provecho de las explicaciones. 


6.1. El sistema de coordenadas polares 


El sistema de coordenadas polares es un sistema bidimensional en el que cada punto 
del plano es determinado por un ángulo y una distancia. De este modo, todo punto del 
plano corresponde a un par de coordenadas (r, 0), donde r > 0 es la distancia del punto 
en cuestión al origen de coordenadas y 0 e (-11,1r] es el ángulo medido en sentido 
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antihorario desde el eje x positivo del sistema cartesiano. La distancia r se conoce como 
la coordenada radial, mientras que el ángulo 0 es la coordenada angular. 

En cursos previos de matemáticas se estudió con detenimiento que las coordenadas 
polares (r, 0) se pueden transformar a las coordenadas rectangulares o cartesianas (x, y) 
con centro en el origen de coordenadas, empleando las funciones trigonométricas seno 
y coseno, de modo que 


x(r,0) =rcos0 y(r,0) = rsin6. 


Esta conversión de coordenadas polares a rectangulares (cartesianas) se puede hacer con 
el comando de Matlab pol2cart, de modo que [x,y] = pol2cart(t,r). De aquí en ade- 
lante utilizaremos en nuestros códigos la letra t para denotar la variable 6. 

En el caso del origen de coordenadas, el valor de r es cero, pero el valor de 0 es 
indefinido. En ocasiones se adopta la convención de representar el origen por (r, 0) = 
(0, 0). 

Por otro lado, las dos coordenadas rectangulares (x, y) pueden convertirse a las coor- 
denadas polares (r, 0) utilizando las ecuaciones 


six>0 


_— 


arctan ( 


arctan ( ) +7 siy>0,x<0 


arctan siy<0,x<0 
y) = yy Vi he oO (6.1) 


R[k3Ia3IMR 


A 
2 


2 
U 
2 


siy<0,x=0 
indefinido siy=0,x=0. 


Tenga en cuenta que la hipotenusa r se calcula de manera más eficiente sirviéndonos de 
la función” hypot que está presente en muchos lenguajes de programación como Matlab, 
Python o Julia; así pues, r = hypot(x,y). Por otro lado, el cálculo del ángulo O se puede 
realizar en varios lenguajes de programación con la función atan2 (ver sección 2.9.3) así: 
t = atan2(y,x). No obstante, en Matlab se puede hacer la conversión (6.1) de coordena- 
das rectangulares (cartesianas) a polares más fácilmente con el comando cart2po1l, de 
modo que [t,r] = cart2pol(x, y). 
Las derivadas de las ecuaciones (6.1) con respecto a las variables x y y son 


A eb (6.2a) 
ox Tr dy rr 

00 y sin O 00 x  cosO 

—=-%=- —= ===; a 
dx rn r dy rn q” ed 


77 Para mayor información sobre la función hypot, se recomienda visitar https://en.wikipedia.org/wiki/ 


Pythagorean_addition. 
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la demostración de dichas fórmulas se encuentra en la sección 6.1.2. Por otra parte, si una 
función q está definida en términos de coordenadas polares (es decir, si (r, 9) > p(r, 0), 
en virtud de la regla de la cadena (ver apéndice A.6) es posible encontrar las derivadas 
de ( con respecto a las variables x y y del sistema de coordenadas rectangulares, así: 


DH IHAL IDO HL 108 
e a E 63 
A o ii 

$ DP _IP00 DA, 106 
0 a 0 o. 6.3b 
ME Dr da 


Al derivar de nuevo las relaciones anteriores con respecto a x y a y, se obtiene, res- 
a? 
Po _ 0 e 0 E 
pectivamente, 33 = 37 Y 71 = ay las cuales se calculan por medio de las ecuaciones 


(6.3), como se ve a continuación: 


70 0 10), Sa 
dx? dx or r 00 

Pp _0by) _ 0d, dp, 

ay = ay > sinO + == 058, 


y reemplazando en las fórmulas anteriores las ecuaciones (6.3) resulta: 


%p 9T[0H 106 |] (E 106 |] 
a cos O ¿99 nb cosO — Sr cosO — ¿99 nÚ sin Ó 
f<=(6.3a) fs=(6.3a) 
2 
75” [Es n0+ 5 cos0]smo+ [Ls n0+ 3 cos0] coso; 
 _HH AA z-z-A A —— o 
y=(6.3b) $y=(6.3b) 


sumando ambos términos, realizando las derivadas indicadas y simplificando, encontra- 
mos el laplaciano de la función f en términos de coordenadas polares: 


AN PH _ 0%b 1909 10% 
9x2 * oy? La “or noe 


(6.4) 


2 a 19% 
ar or 12 902" 


Se deja como tarea al lector verificar la igualdad entre el segundo y el tercer término de 
la ecuación (6.4). Pista: derive el tercer término para llegar al segundo. 

Esta operación la podemos realizar fácilmente utilizando el siguiente código de Ma- 
xima; es necesario tener en cuenta que a lo largo de este capítulo se representará el ángulo 
9 por la variable t y la función € por phi: 
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1/* Se especifica que r y t son funciones de x y de y; adicionalmente, que */ 
21/x phi es función de r y de t x/ 

3|depends([r, t], [x, y1)$ depends (phi, [r, t1)$ 

4 

s|/x* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
s|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) x/ 
7|gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x*/ 

8 

9|/* Se escribe la fórmula del laplaciano en coordenadas rectangulares *x/ 

| trigreduce(diff(phi,x,2) + diff(phi,y,2)); 


siendo el resultado de ejecución del anterior código: 


2 
d phi 
dphi  ----- 
2 -- 2 2 
dr dt d phi 
(%04) 20os de coses de =e=== 
F 2 2 
r dr 


En el código anterior la línea 3 establece que r y O son funciones de x y y, además que 
la función f es una función de r y 0. A continuación, en las líneas 6 y 7, se establecen las 
derivadas (6.2) manualmente, como se explicará en detalle en la sección 6.1.1. Por último, 
en la línea 10 se calcula el laplaciano de la función €, siendo su resultado la ecuación 
(6.4); dicha línea efectúa implícitamente las derivaciones (6.3) por medio de la regla de 
la cadena. 

Dado que Maxima nos permite evitar la dispendiosa manipulación matemática, lo 
seguiremos empleando en este capítulo, para facilitar las demostraciones. 


6.1.1. Una nota sobre el uso de las funciones de Maxima “depends” y 
“gradef” 

En el código que veremos en este capítulo utilizaremos con frecuencia las funciones 

depends y gradef. El comando depends se utiliza en Maxima para declarar las dependen- 

cias entre funciones y variables con el propósito de calcular derivadas, ya que si no se 


hace la función se asumiría independiente de la variable y, por consiguiente, cualquier 
derivada de la función valdría cero; por ejemplo, el siguiente código: 


kill (all); /* se borra la memoria */ 
diff(phi,x); /x* evalúa la derivada de phi con respecto a x x*/ 


tiene como salida: 


(*01) 0 
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en otras palabras, la derivada de phi con respecto a x valdría cero; por otro lado, si 


se declara previamente depends (f, x), entonces diff(f, x) denotaría la derivada efe) (a 2, 


como se muestra a continuación. El código 


kill(all)$ /x se borra la memoria */ 
depends (phi, x)$ /x phi es función de la variable x, esto es, phi(x) */ 
diff(phi,x); /* se evalúa la derivada de phi con respecto a X */ 


tiene como salida: 


dphi 
(%02) =--- 
dx 


Se debe tener en cuenta que la función diff reconoce dependencias indirectas esta- 
blecidas por depends y aplica la regla de la cadena en tales casos. Por ejemplo, si se sabe 
que phi es una función de r y t, y que r y t son funciones a su vez de x y y, al ejecutar el 
código: 


kill (all)$ /x se borra la memoria x/ 
depends([r,t]l, x)$  /x*x las variables r y t son función de x */ 
depends (phi, [r,t1)$ /x phi es función de las variables r y t */ 
diff(phi, x); /*x evalúa la derivada de phi con respecto a X x/ 


Maxima emplea la regla de la cadena para generar la respuesta correcta: 


dphi dt  dphi dr 
MS + o---- -- 


Observe que, en este caso, se requiere el conocimiento de las derivadas Y Y a, por lo 
que se debe hacer uso de gradef para definir dichas derivadas. Esta función se utiliza en 
Maxima para definir las derivadas parciales o componentes del gradiente de una función, 
de modo que gradef (f, x, expr) establece que la derivada de la función f con respecto 
a x es expr, es decir, hace 216) E ) = expr. Con esto se establece la dependencia de f con 
respecto a x definida a través “de depends (f, x). 

Por lo anterior, si se ejecutan las siguientes líneas: 


kill(all)$ /x* se borra la memoria */ 
depends([r,t]l, x)$ /* las variables r y t son función de x */ 
depends (phi, [r,t1)$ /* phi es función de las variables r y t */ 
gradef(r,x, cos(t))$  /x* cos(t) es la derivada de r con respecto a x */ 


gradef(t,x, -sin(t)/r)$ /x -sin(t)/r es la derivada de t con respecto a x */ 


diff(phi, x); /x evalúa la derivada de phi con respecto a Xx */ 


ho 
Y 
pad 
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observamos que las derivadas Y = cos0 y Y = -“*% definidas, respectivamente, en 


gradef(r,x,cos(t)) y gradef(t,x, -sin(t)/r), se utilizan en el cálculo hecho por diff, 
obteniendo: 
dphi 
---- sin(t) 
dphi dt 


(%07) A O A 
dr r 


que es el resultado que ya conocíamos por la ecuación (6.3a). 


6.1.2. Demostración de las ecuaciones (6.2) 


La demostración de estas ecuaciones no es complicada, aunque para algunos lectores 
puede serlo; por tal razón, se incluyen en esta sección. Por favor, intente hacer dichas 
demostraciones ahora mismo sin mirar la solución que se muestra a continuación. 


Demostración de ” (ecuación [6.2a)) 


Teniendo en cuenta que r = y/x? + y?, se tiene que 


LA E 


o (12 + y2)? 7 


Para la demostración de A se procede análogamente y se deja como ejercicio al lector. 


Demostración de (ecuación [6.2b)) 


Teniendo en cuenta que tan 0 = 2, derivamos implícitamente ambos lados de esta igual- 
dad con respecto a x (recuerde además que + tan O = sec? 6): 


2) o [y 

— [tan0] = = | 

Ox pan] Ox [?] 
d or d 90 
— [tan0] — + —[tan0] — = -yx? (usando la regla de la cadena) 
dr ox de Ox 

=0 sec? 9 
sec? 9 ÓN A 


E. 
cosO — 


y, en vista de que sec O = 
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al despejar Y, y teniendo en cuenta que sin O = ?, resulta: 


r? 


00 y _ sinó 


Ox r? r 


La demostración de 5 se hace de forma similar y se deja como ejercicio al lector. 


6.1.3. Una nota sobre el término |< 

En muchas ocasiones, a lo largo de este capítulo, encontraremos el término +4, tal y 
como lo hemos visto en las ecuaciones (6.3). Esta expresión debe entenderse como una 
derivada con respecto a la longitud de arco o derivada en la dirección angular, ya que 
r d0 se asocia a un diferencial de longitud de arco. Una interpretación similar se debe 
dar a la derivada segunda + 2 la cual aparece, por ejemplo, en la ecuación (6.4). 


6.2. El sistema de coordenadas cilíndricas 


El sistema de coordenadas polares puede extenderse a tres dimensiones con dos sistemas 
de coordenadas diferentes: cilíndricas y esféricas. El sistema de coordenadas cilíndricas 
añade una coordenada de distancia desde el plano xy medida en la dirección del eje z 
al punto en consideración (figura 6.1), mientras que el sistema de coordenadas esféricas 
define un radio r y un ángulo “polar” O medido desde el vector k y añade una tercera 
coordenada que es el ángulo “azimutal” p que se mide a partir del vector ¿, como se 
muestra en la figura 6.34. En esta sección solo consideraremos el sistema de coordenadas 
cilíndricas; la formulación en coordenadas esféricas se tratará brevemente en el ejercicio 
propuesto 7. 

Como se dijo, el sistema de coordenadas cilíndricas es un sistema de coordenadas 
que generaliza el sistema de coordenadas polares al añadir una tercera coordenada z 
que mide la altura de un punto sobre el plano xy, de la misma forma que el sistema 
de coordenadas rectangulares se extiende a tres dimensiones, de modo tal que dicha 
coordenada sea (r, 0,z) (figura 6.1). 

En relación con la figura 6.1, observe que podemos definir tres vectores ortonormales 
en el punto P := (r,0,z): 


?(r,0,z):= [cos 0, sin 6, 0]* cos Oi + sin Oj (6.5a) 
Ó6(r,0,z) := [-sin0, cos0, 0]7 =-sin04+ cos Oj (6.5b) 


A 


moss [OSO k. (6.5c) 


Estos vectores indican las direcciones en las que aumentan las coordenadas r, 0 y z, res- 
pectivamente. La deducción de estas ecuaciones se deja como ejercicio propuesto. 
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Figura 6.1. Sistema de coordenadas cilíndricas. El punto P tiene coordenadas cilíndricas 
(r, 0,z). Observe, adicionalmente, que en el punto P se definen tres vectores mutuamente 
ortonormales: +(r, 0,2), Ó(r, 0,z) y 2(r, 0,z). El vector *(r, 0, z) es ortogonal a las 
circunferencias para r constante que yacen en el plano x y; el vector Ó(r, 0,z) es 
tangente a dichas circunferencias; finalmente, el vector Z(r, 0, z) es colineal con 
el eje z. Los tres vectores apuntan en los sentidos en los cuales se incrementan 
localmente, o sea, en la cercanía del punto P las variables r, 0 y z, respectivamente. 


Tenga en cuenta que +(r, 0,2), Ó(r, 0,z) y 2(r, 0, z) se pueden entender como cam- 
pos vectoriales (ver apéndice A.4), ya que son vectores que varían con la posición (r, 6, z) 
(por favor asegúrese de que lo anterior es totalmente claro para usted). Adicionalmente, 
debe observar que los vectores $(r, 0,z) y Ó(r, 0,z) pertenecen al plano x y, y definen 
lo que llamamos las direcciones radial y angular/tangencial, respectivamente. 

Más adelante, utilizaremos dichos vectores para definir el sentido de los esfuerzos 
normales y cortantes, así como de las deformaciones longitudinales en cualquier punto 
del sólido. 

Los vectores (6.5) forman una base ortonormal, por lo que se pueden utilizar para 
definir una matriz de transformación T = [é,, és, é;], similar a la que aparece en la 
ecuación (2.10), es decir, v = Tv”. En lo que resta de este capítulo escribiremos dicha 
ecuación como v = Tv... 
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Por su parte, la ecuación v = Tv. nos permite hacer la transformación de coordena- 
das entre un punto ve; definido con respecto a la base (f, Ó, 2), y otro punto v definido 
con respecto a la base [í, j, k); esta matriz está dada por”* 


, cosg -sing 0 
> la) 0(r,0,z) A sing  cosg 0]. (6.6) 


0 0 1 


Finalmente, debe anotarse que las coordenadas cilíndricas pueden convertirse en 
coordenadas rectangulares mediante las transformaciones: 


it Scos a y(r,0,z) =rsin0 AUS 


6.3. El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el 
rotacional en coordenadas cilíndricas 


El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional se pueden expresar en coorde- 
nadas cilíndricas, y esto lo haremos a continuación. 


6.3.1. El gradiente en coordenadas cilíndricas 


Recordemos que el vector gradiente, o simplemente gradiente, de una función multiva- 
riada x > f(x), denotado por V£(x), es un campo vectorial cuyo valor en un punto 


T 
x= (x, y,z) es un vector VQ (x) := ES $ aa , e] 


x indica la dirección en la cual f es más pendiente en el punto x (en otras palabras, indi- 
ca la dirección de máxima pendiente) y su norma | V¿(x) || representa qué tan pendiente 
es f en ese punto x en la dirección del vector Vp(x). 

Consideremos la función ¿, (r,0,z) > p(r, 0, z), definida en coordenadas cilíndri- 
cas. Valiéndonos de las ecuaciones (6.3) y (6.5), podemos convertir el gradiente de p a 
coordenadas cilíndricas, así: 


e El 0% cel 


. El gradiente de f evaluado en 


dx” dy” 0z 

$7 09: 07 

EA 

Lo _106 li [2 106 l % > 
[Lo cos TD n0|i+ rial: 39 es9 rs 


78 Se solicita al lector repasar los conceptos tratados en la sección 2.5, con respecto al cambio de bases 


de sistemas coordenados. 
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y reorganizando términos obtenemos: 


A A 1 19) A A 0 A 
vo = E lcosoi+sinaj]L [sin0i+ coso JE k, 
___—KÁK<—  —_  ——— = 
7r=(6.5a) 6=(6.5b) 2=(6.5c) 


O sea, 


(6.7) 


No obstante, el gradiente también se puede calcular usando el siguiente programa 
de Maxima: 


1/x* Se especifica que r y t son funciones de x y de y y que phi es función */ 
2|/x* de r, de t y de z x*/ 

3 depends([r, t], [x, yl1)$ depends (phi, [r, t, z1)$ 

4 

s|/* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
s|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 
7|gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /x* ecuaciones (6.2b) x+/ 

8 

9|/* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) x/ 

| T : matrix( 

u| [ cos(t), -sin(t), 0 ] 
v|[ sin(t), cos(t), 0 ], 
1) [ 0, 0, 1] 
141)$ 


16|/* Se escribe la fórmula del gradiente en coordenadas rectangulares x/ 
v|/* y se convierte a la base especificada por los vectores r, t, z x*/ 

| trigreduce(transpose(T).matrix([diff(phi,x)], 

19 [diff (phi,y)1, /* ecuación (2.11) */ 

20 [diff (phi,z)]1)); 


que resulta de la ejecución la ecuación (6.7). 

El código funciona así: la línea 3 dice que r y O son funciones de x y y; además que la 
función ( es una función de r, 0, y z. A continuación, en las líneas 6 y 7, establece las de- 
rivadas (6.2) manualmente, como se explica en detalle en la sección 6.1.1. Entre las líneas 
10 y 14 se define la matriz de transformación de coordenadas T' empleada en la línea 18 
para convertir el vector gradiente, el cual se calculó con respecto a la base (í, Í, k), a 
un vector especificado en la base (7, Ó, 2). Para tal fin, se usó la ecuación (2.11), es decir, 
Va =T*v. 


6.3.2. El laplaciano en coordenadas cilíndricas 


Recordemos que el laplaciano de una función f, denotado por V?¿, es simplemente 
una convención matemática para escribir en forma compacta la suma de las derivadas 


Vo 0 JJ Ad 04 BR 4 No. 
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segundas de ( con respecto a cada una de sus variables; en el caso tridimensional, y en 
coordenadas rectangulares, esto es: 


Pe PO 
Vibe y, 2) = O de 


(6.8) 


Utilizando una demostración similar a la empleada para deducir la ecuación (6.4), 
se puede convertir el laplaciano en coordenadas rectangulares (6.8) en el laplaciano en 
coordenadas cilíndricas: 


Y 1829 94 
>-)* TD (00) 


vero) = 12 (r z 


Ejemplo 6.1. Cálculo del laplaciano y del gradiente de una función 


Calcule el laplaciano y el gradiente de la función p(r, 0) = r*cos6. 


Solución 
El laplaciano de función en referencia se calcula aplicando la ecuación (6.9), es decir, 
aX 10% 0% 
2 
a a Ñ 2) nn * 92 
= 9rcos O — rcosÚ0 


= 8rcos 0; 


y su gradiente se calcula valiéndonos de la ecuación (6.7): 


o 10 %, 
vo 1 


= 31? cos 0? — 1? sin 00. 


Estos resultados se pueden comprobar con el programa de Maxima: 
phi : ró3xcos(t)$ 


/* Se especifica el laplaciano en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.9) x*/ 
laplaciano : (1/r)*«diff(r«*diff(phi,r),r) 
+ (1/r52)*«diff(phi,t,2) + diff(phi,z,2); 


/* Se especifica el gradiente en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.7) */ 
gradiente : [ diff(phi,r), 
(1/r)*diff(phi,t), 
diff(phi,z) 1]; 
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6.3.3. La divergencia en coordenadas cilíndricas 


De acuerdo con el apéndice A.1O0, la divergencia de un campo vectorial f(x, y,z) := 
fox, y, z)i+ f(x, y,2)] + f(x, y, z)k, que es continuamente diferenciable, se define 
como la función escalar 


f(x, y,2) | Of, (x, y,z) y, 2), 
Ox 0y dz” 


V-f(x,y,z) = div f(x, y, z) := (6.10) 


este operador mide el grado de divergencia (div f(x, y,z) > 0) o de convergencia 
(div f(x, y,z) < 0) de los vectores que conforman un campo vectorial en el vecindario 
de (x, y, z), como se ilustra en la figura A.3. 

Según se estudió en la sección 4.5, en el contexto de la mecánica de sólidos, la di- 
vergencia del campo vectorial de desplazamiento u de un sólido en un punto (x, y, z) 
representa la llamada dilatación cúbica e(x, y,z) := divu(x, y, z), que explica “el por- 
centaje” de cambio de volumen del sólido en (x, y, z). 

Considere el campo vectorial 


fHr.0,z) 
E AE Ea A 
fAr,0,%) 


el cual se encuentra definido con respecto a la base (7, Ó, 2); si queremos expresar 
este campo vectorial en términos de la base ¿í, j, k), debemos utilizar la transforma- 
ción (2.10), es decir, 
Le cosO -sing 0||f, 
f,|=|sin0 cosg 0||fol, 
E 0 o 1 
AAA 


T 


donde la matriz T está dada por la ecuación (6.6). 
En consecuencia, 


f,[r,0,z)= f,cos0 — fo sin 0 


6.11 
f,(r,0,z)= f,sin0 + facosO (6.11) 
y, por lo tanto, utilizamos las ecuaciones (6.3) para encontrar: 
Of. 0 
a [f,cos0 — fosin 0] 
d 13 o 
e [f,cos 0 — fosin0]cos 0 — -30 [f,cos 0 — fo sin 9] sin O (6.12) 
2) 
E = sy Ursin + facosó] 
e l E 
So [f, sin 0 + focos 0] sin O + -30 [f, sin O + facos 0] cos 0; (6.13) 
r r 
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reemplazando las ecuaciones anteriores en la definición de divergencia (6.10), y después 
de hacer mucha álgebra, resultaría: 


1Lo(rf,) A 1 0fo p Of. 
r Or rod  0z 


div f(r,0,z) = 


of, e 10fo of. 
= ¿ 14 
o ela) 


De forma análoga, se deja como ejercicio al lector demostrar que en el caso bidimen- 
sional (coordenadas polares): 


. lo(rf. 10 
AS (E + e = 
of, de 10f4 
ia (6.15) 


La divergencia también se puede calcular usando el siguiente programa de Maxima: 


1 /* Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, t y z */ 
21/* y que r y t son funciones de x y de y x*/ 
3idepends([fr, ft, fz1, [r, t, z1)$ 

depends([r, tl, [x, yl1)$ 


4 

5 

s|/* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
7|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))5$ /x* ecuaciones (6.2a) */ 
8 
9 


gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /x* ecuaciones (6.2b) x*/ 
1w1/* Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) x*/ 
nbfx : fr*cos(t) - ftrsin(t)$ 
v|fy : frxsin(t) + ft*cos(t)$ 


1|/x Se especifica la divergencia en coordenadas rectangulares, ec. (6.10) */ 
w|trigreduce(diff(fx,x) + diff (fy,y) + diff(fz,z)); 


siendo el resultado del anterior código: 


dft 

dt fr dfz dfr 
(OB) ooo. + --- 

r r dz dr 


que es la ecuación (6.14). 
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6.3.4. El rotacional en coordenadas cilíndricas 


Como se explica en el apéndice A.14, el rotacional del campo vectorial f(x, y,z) = 
ACA A 2)]' está definido por 


ES a df: _ JA Oz Ñ PES of, A fil; 
vas =r0yo [2 Ji (2 e L)h (6.16) 


Recordemos que este es un operador vectorial que muestra la tendencia de un campo 
vectorial tridimensional f a inducir rotación en cada uno de sus puntos. 
Considere el campo vectorial 


$.(r,0,z) 
f(r,0,z):=| folr,0,z)|, 
f(r,0,z) 


el cual se encuentra definido con respecto a la base (f, Ó, 2); se desea calcular el rota- 
cional de f(r, 0,z). Para ello, debemos especificar dicho campo en términos de la base 
£á, j, k), para luego reemplazar (6.12) y (6.13) en (6.16). 

Así, con la ayuda del siguiente programa de Maxima: 


11/x* Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, t y z */ 

21/x« y que r y t son funciones de x y de y x/ 

3idepends([fr, ft, fz1, [r, t, z1)$ 

a|depends([r, tl, [x, y1)$ 

5 

s|/x« Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy x*/ 
7|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 

¿| gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x+/ 


9 

1w1/* Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) x/ 
ubfx : fr«cos(t) - ftxsin(t); 

v|fy : frxsin(t) + ftx*cos(t); 


u|/x« Fórmula del rotacional en coordenadas rectangulares (6.16) */ 
w|rot_f_ijk : trigreduce([ diff(fz,y) - diff(fy,z), 


16 diff(fx,z) - diff(fz,x), 
v diff(fy,x) - diff(fx,y) 1); 


podemos encontrar que 


rot f(r,0,z) = (E - E) 0 + ES - 2 cosoli 


Oz Or ro0  0z 
19f: MALA (E- E) | 2 p _lof, 2! A 
os 22 )sin0 a dd E eii a LS 


Observe que el rotacional está expresado con respecto a la base [t, j, k), por lo 
que es necesario expresarlo con respecto a la base (7, 0, 2). Esto se pude hacer de dos 
formas: la primera consiste en operar algebraicamente reorganizando términos, así: 
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rot f(r,0,z) = (E - 2) (cos 0í + sin 9 /) 


ro0 oz 
?=(6.5a) 
of, 2) opa , [2 10f, 2! a 
¿(E > ( sin 0 + cos 0j) + , 209 * > his 
Ó=(6.5b) 2=(6.5c) 


de modo tal que el rotacional en coordenadas cilíndricas está dado por 


rot f(r,0,z) = (EE - Lp. (E - E) (£ eb - 2)», (6.18) 


ro0 oz oz or A 
o alternativamente, utilizando la igualdad ! (20 a) ) = le - 1% + Le como 


rod oz 


reo (4 (E) (8-2)e | 1 


La segunda forma consiste en utilizar la transformación v« = T*v para expresar 
el vector (6.17) con respecto a la base (7, Ó, 2). Esto se puede hacer fácilmente con 
el siguiente código de Maxima, el cual se pone inmediatamente después de aquel que 
aparece en la página 260: 


/* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */ 
T : matrix( 

[ cos(t), -sin(t), 0 ], 

[ sin(t), cos(t), 0 1, 

[ 0, 0, 1] 

)$ 


/x Se escribe la fórmula del rotacional en coordenadas rectangulares */ 


/x* y se convierte a la base (fr,t,z) x*/ 
rot_f_rtz : trigreduce(transpose(T).rot_f_ijk); 


siendo el resultado de ejecución de este código: 


[ dfz ] 
== ] 
[ dt dft ] 
Doo + 0] 
[ r dz ] 
[ ] 
[ dfr  dfz ] 
(%011) (A 
[ dz dr ] 
[ ] 
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esto es, la ecuación (6.18). 
En ocasiones, dicha fórmula se escribe en forma mnemotécnica como 


(6.20) 


teniendo en cuenta que el determinante se debe desarrollar por la primera fila para que 
sea válido. 

Se sugiere al lector revisar la deducción alternativa del rotacional en coordenadas 
cilíndricas, que se presenta en el ejercicio propuesto 6. de la sección 6.14. 


Ejemplo 6.2. Cálculo de la divergencia y del rotacional de un campo vectorial 


Calcule la divergencia y el rotacional del campo vectorial: 
f(r,0,z) = 1? cos 0? + 1? sin 06. 


Solución 


Dado que las coordenadas de este campo están expresadas en coordenadas cilíndricas, 
su divergencia se puede calcular mediante la aplicación de la ecuación (6.14), es decir: 


div 190L) , 10%, 0: 


a 00 o =3rcos0+rcosÓ = 4rcos 6. 


Su rotacional se calcula utilizando la ecuación (6.20): 


1 ? r0 Z 
e El A 
rot f = . det 5 36 3 | = 4rsin 02. 


1?2cos0 rsinó 0 
Estos resultados se pueden comprobar con el programa de Maxima: 
fr : r?2xcos(t)$ 
ft : ri2xsin(t)$ 
fz : 0$ 


/* Se especifica la divergencia en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.14) +/ 
divergencia : (1/r)x*xdiff(rx*fr,r) + (1/r)*diff(ft,t) + diff(fz,Z); 
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/* Se especifica el rotacional en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.19) +/ 
rotacional : [ (1/r)*diff(fz,t) - diff(ft,z), 

diff(fr,z) - diff(fz,r), 

(1/1) x«(diff(rx*ft,r) - diff(fr,t)) 1; 


6.4. Componentes del esfuerzo en coordenadas 
cilíndricas 


Considere un elemento infinitesimal de sólido, como el mostrado en la figura 6.2, el 
cual se ubica en la posición P := (r, 0, z) de un sistema de coordenadas cilíndricas; este 
diferencial puede aproximarse como un cubo a pesar de que su gráfico es el de una cuña, 
según se explica en la nota al pie de la figura 6.2. Dicho elemento está sujeto a unos 
esfuerzos normales 0,, 09 y 0, y a unos esfuerzos cortantes T,g, T,¿ Y Toz referidos a un 
sistema de coordenadas local dado por el conjunto de vectores ortonormales *(r, 9,z), 
Ó(r,0,z) y 2(r, 0,z) (figura 6.1). Tenga en cuenta que, de forma análoga a lo estudiado 
en la sección 2.3.1, existen unos componentes de esfuerzo cortante Tp,, Tzr Y Tz93 Se solicita 
al lector demostrar que T,9 = Tor, Trz = Ter Y Toz = Tz9- El significado de los subíndices 
es análogo al que se tiene en coordenadas rectangulares; sin embargo, aquí el sistema de 
referencia no es fijo, sino que depende de la ubicación del punto P, ya que como se dijo 
F(r,0,z), Ó(r,0,z) y 2(r, 0,z) son campos vectoriales cuyas direcciones dependen del 
vector posición (r, 0,z). 

En el caso de la descripción de esfuerzos empleando coordenadas cilíndricas, el esta- 
do de esfuerzos asociado a los ejes f, Ó y z está dado por la matriz o el tensor de tensiones 


de e Te 
Oc =|Tro 09 Toz|; (6.21) 
Trz Toz Oz 
de ahí que las componentes de esfuerzo q, referidas a un plano cuya normal está dada 
por el vector unitario A.¡, especificando las coordenadas de ambos vectores con respec- 
to a la base (f, Ó, 2), se pueden calcular valiéndonos de la fórmula de Cauchy (ver 
sección 2.3.2): 
Qe = Ocio. (6.22) 


Con el objetivo de expresar la matriz de tensiones 0 ¿¡; con respecto a los ejes x, y y 
z, debemos tener en cuenta que, según lo explicado en la sección 2.5, podemos expresar 
los vectores q, y A. en función de la base (1, j, k) a través de las transformaciones 


q =T3.; (6.23a) 
ñ=Tña, (6.23b) 


siendo T la matriz de transformación (6.6). 
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dz 


rd0 
(r + dr) d0 = rd0 + dr d0 
e“ rd0 


Figura 6.2. Esfuerzos actuantes sobre un diferencial de sólido, utilizando como referencia 
un sistema en coordenadas cilíndricas. Observe que las longitudes de ambos 
diferenciales de arco dibujados con color rojo son aproximadamente r d6, por lo que 
matemáticamente el diferencial de sólido se puede entender como un cubo, a 
pesar de que su gráfico es el de una cuña. Observe que r d8 + dr d8 = rd0, ya que 
aquí se está sumando un diferencial de primer orden con uno de segundo orden. 


Como T es una matriz ortogonal, entonces T? = T” y, en consecuencia, a partir de 
(6.23) resulta: 


da =T1*g (6.24a) 
ña = Th; (6.24b) 
por consiguiente, reemplazando (6.24b) en (6.22) y ese resultado en (6.23a), obtenemos: 
q=T0 4 T"ñ, 
de donde se deduce a partir de la fórmula de Cauchy (2.5), q = añ, que 


(6.25) 


(6.26) 
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ya que TT = 1. Observe que la deducción de las ecuaciones (6.25) y (6.26) es la misma 
que la empleada para demostrar las fórmulas (2.19) y (2.16), respectivamente, haciendo 
Oc = 0” y utilizando la matriz de transformación T dada por (6.6). 

Las ecuaciones (6.25) y (6.26) constituyen las fórmulas de transformación de la ma- 
triz de tensiones entre los sistemas de coordenadas cartesiano y cilíndrico, respectiva- 
mente. Tenga en cuenta que la matriz T cambia al variar el vector posición (r, 6, z). 

Por medio del siguiente código de Maxima: 


1/x* Se define la matriz de tensiones "sigma" en coordenadas rectangulares, */ 
2, /* ecuación (2.5) x/ 

3|sigma : matrix( 

4 [ sx, txy, txz ], 

s![ txy, sy, tyz ll, 

s| [ txz, tyz, sz 1] 

71)$ 

8 

9|/x Se define la matriz de transformación "T", ecuación (6.6) */ 

10|T : matrix( 

uni [ cos(t), -sin(t), 0 
»|[ sin(t), cos(t), 0 
| [ 0, 0, 1 
141)$ 


16|/* Se convierte la matriz de tensiones "sigma" de coordenadas x*/ 

v|/x* rectangulares a coordenadas cilíndricas, ecuación (6.26) x/ 

1 sigma_cil: expand(transpose(T).sigma.T)$ 

19 

21 /x* Se extraen los términos de la matriz de tensiones en coordenadas x*/ 
a|/* cilíndricas "sigma_cil" x/ 


2 sr : sigma_cil[1][1]1; 
2 st : sigma_cil[2][21; 
24/sz : sigma_cil[3][31; 


25 trt : sigma_cil[1][21; 
26/trz : sigma_cil[1][31; 
27 ttz : sigma_cil[2][31; 


se resuelve la ecuación (6.26) para encontrar que las expresiones que transforman los 
esfuerzos Ox, Oy, Oz, Txy> Txz Y Tyz en los esfuerzos 0,, 09, Oz, Tr0, Tre» Y Toz SON 


0, = 0, cos” O + 0, sin? O + T,y sin 20 (6.274) 
OL 0, 0=0 
A A Ty sin 20 
2 2 
0 = 0, sin? 0 + 0, cos? O — T,y sin 20 (6.27b) 
OO 00 
> AE a 2 cos28 — T,y sin 20 


Oz = Oz 


Tro = (o, - 0%) sin 20 + T,, cos 20 (6.27c) 


MN] 


265 


6. FORMULACIÓN DE LA TEORÍA DE LA ELASTICIDAD EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 


Tyz = Tyz Sin O + Ty, COS O 


Tgz = Ty, Cos O — T,,, sin O. 
Ahora, el código de Maxima: 


1/x* Se define la matriz de tensiones en coordenadas cilíndricas x/ 
21/* "sigma_cil", ecuación (6.21) x*/ 

a|sigma_cil : matrix( 

A sr, UE, tlrz 1, 

A tro, St) EZ 1, 

0 BirZ, UitzZ, 82 1 

71)$ 

8 

9|/x* Se define la matriz de transformación "T", ecuación (6.6) */ 
| T : matrix( 

ul [ cos(t), -sin(t), 0 ], 

| [ sin(t), cos(t), 0 ], 

wi [ 0, 0,1] 
141 )$ 


16|/* Se convierte la matriz de tensiones "sigma" de coordenadas cilíndricas *x/ 
w|/x* a coordenadas rectangulares, ecuación (6.25) x/ 

1 sigma: expand(T.sigma_cil.transpose(T))$ 

19 

21 /x* Se extraen los términos de la matriz de tensiones "sigma" en */ 
a|/* coordenadas rectangulares x*/ 

2 sx : sigma[1][1]; 

23 sy : sigma[2][2]; 

24 sz : sigma[3][3]; 

25 txy : sigma[1][2]; 

26 txz : sigma[1][3]; 

27 tyz : sigma[2][3]; 


resuelve la ecuación (6.25), demostrando así que las ecuaciones 


0, = 0,cos? O + op sin? O — 7,9 sin 20 
ay = 0, sin” O + og cos” O + 7,9 sin 20 
Oz = Oz 
1 (6.28) 
Tuy = z (0, — 09) sin20 + T,g cos 20 
Tyz = Ty, COS O — To, sin O 


Ty = Ty¿ Sin O + Tg¿ Cos O 


convierten los esfuerzos 0,, 09, Oz, Tr9, Trz> Y Toz enlos esfuerzos Oy, Oy, Oz, Txy> Txz Y Tyz A 
partir de las ecuaciones (6.27) y (6.28) se observa que a medida que O > 0 los esfuerzos 
Ox) Oy, ...> Ty¿ tienden a 0,, 09, ..., To, Y ViCeversa. 
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6.5. Ecuaciones diferenciales de equilibrio en 
coordenadas cilíndricas y polares 


En la sección 5.1 dedujimos las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio en coor- 
denadas rectangulares. En esta sección lo haremos de nuevo, pero usando como marco 
de referencia un sistema de coordenadas polares o cilíndricas. Recordemos que dichas 
fórmulas garantizan el equilibrio de fuerzas en las direcciones x, y y zen todos los puntos 
interiores del sólido. 

Una forma de deducir dichas ecuaciones puede ser calculando los términos dos z e z 


OTxz 
oz ?>* 


.., Vvaliéndonos de la regla de la cadena (ver apéndice A.6): 


00, _ 00, dr " 00, 00 , 00, OZ 
ox  drdx .d0O dx  0z0x 
DE _ OTyy Or a OTyy 00 m Dre DE 
oy or dy 00 dy  0z dy 
OTxz _ OTx¿ OY y OTxz 00 A OTxz OZ 
Oz or dz 00 dz  0z 0z 


..3 


(6.29) 


y la ayuda de las ecuaciones (6.2) y (6.28); luego, se reemplazan (6.29) en las ecuaciones 
de equilibrio rectangulares (5.2) y se reducen términos utilizando simple álgebra. 
Adicionalmente, se debe tener en cuenta que las fuerzas másicas estarán represen- 
tadas por el campo vectorial b.¡ := [b,, bg, b,]", el cual está referido, a su vez, a la 
base (?, Ó, 2). Este campo vectorial está relacionado con el campo vectorial de fuerzas 
másicas b := [X, Y, Z]", el cual está referido a la base (i, j, k), de acuerdo con la 


fórmula (2.10), así: 
X cos —sinó 01fb, 


Y|=|sing8 coso O0O|l| bol, (6.30) 
VA 0 0 1/10, 

=_— —_———ooo o pr 
b T ba 


por lo que 


X = b,cos0 — bgsin O 
Y = b,sin0 + bgcos O 
Z=Da 


Las ecuaciones de equilibrio en coordenadas cilíndricas aparecerán al realizar los 
cambios de variable (6.29) y (6.30) en las ecuaciones (5.2). Esta metodología, aunque 
directa, es bastante dispendiosa; afortunadamente, con Maxima es posible hacer fácil- 
mente dichas sustituciones algebraicas. De hecho, escribamos después de la línea 27 del 
programa anterior (página 266) el siguiente código: 


267 


28 


29 


30 


31 
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kill(sz)$ /* Se elimina la ecuación sz = sz */ 


/* Se especifica que sr, st, sz, trt, trz y ttz son funciones de r, t y z x/ 
/x* y que r y t son funciones de x y de y */ 

depends([sr, st, sz, trt, trz, ttz], [r, t, z1)$ 

depends([r, tl, [x, yl)$ 


/* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x*/ 


/* Vector de fuerzas másicas con respecto a la base ([r,t,z) x*/ 
bcil : matrix( 

[ br ], 

[ bt ], 

[ bz ] 

)$ 


/x Se expresa el vector de fuerzas másicas con respecto a la base ([i,j,k) x/ 
/* Recuerde que T está definida en las líneas 8 a 13, ecuación (6.30) x*/ 
b : T.bcil$ 


/x Se hace la asignación respectiva de las fuerzas másicas */ 
X : b[1][1]; 
Y : b[2][1]; 
Z : b[3]1[11; 


/* Las ecuaciones diferenciales de equilibrio "rectangulares", ec. (5.2) */ 
eql : trigsimp(diff(sx, x) + diff(txy, y) + diff(txz, z) + X) = 0$ 
eq2 : trigsimp(diff(txy, x) + diff(sy, y) + diff(tyz, z) + Y) 0$ 
eq3 : trigsimp(diff(txz, x) + diff(tyz, y) + diff(sz, Zz) + Z) 0$ 


Hagamos un alto para analizar las dos primeras ecuaciones, esto es eq1 y eq2. Si las im- 
primimos, obtenemos una expresión muy larga que contiene sin O y cos9 en muchos 
lugares y que no vale la pena reproducir aquí. Estos términos son factorizables, opera- 
ción que se hace con Maxima de la siguiente forma: 


facsum(eq1, sin(t), cos(t)); 
facsum(eq2, sin(t), cos(t)); 


El resultado de dichos comandos es que eq1 es igual a 


E + 1 9rr0 E OTrz dE )es 
or ro8 OZ r : 


(E 1 004 OT oz 27,09 
- + + 


+ +0 0 »a)sino ió 


mientras que eq2 es 
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E y OA. Oi TOO ) in0 
or  ro0 Oz dl y 
(E 1004  0OToz 


+ + 
or roB0 oz 


2T, 
+ 22 4 pp) cos 0 =0, (6.32) 
Y 


Observe que las expresiones entre paréntesis deben ser iguales a cero, ya que las dos 
ecuaciones anteriores son válidas para todo O e [0, 271). Adicionalmente, observe que las 
expresiones entre paréntesis se repiten en ambas ecuaciones. Una forma fácil de extraer 
ambas expresiones entre paréntesis es hacer sin O = 0 y cosO = 1, lo cual se lleva a cabo 
mediante el comando (continuamos el programa anterior): 


/x* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las dos primeras ecuaciones */ 
/x* diferenciales de equilibrio */ 
ev([eql1, eq2], sin(t)=0, cos(t)=1); 


/* Imprimimos la tercera ecuación de equilibrio x/ 
eq3; 


Obtenemos así las llamadas ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas cilíndri- 
cas: 


d0, 10T,g9 OT;  0,—09 
a a nta) 


OT+g 1 0054 OToz 27T+0 


dr r00 az ds (050) 
OT +2 lS 1 OToz l 00, 
or ro0 OZ 


(6.33c) 


En el código anterior, en las líneas 21 a 27 (página 266), se calcularon los valores de 0.,, 
Oy> Oz, Txy> Txz Y Tyz- Al observar el contenido de la variable sz, se aprecia que esta se au- 
tocontiene (esto es, 0, = 07) y, por lo tanto, en la línea 28 se procede a borrar esa variable 
de la memoria con el comando kill; observe que el sz de la línea 24 es un contenedor 
que alberga el contenido de sigma[3][3], mientras que el sz de la línea 32 que se emplea 
en las líneas 56 a 58 se refiere a una variable dependiente de r, t y z. Luego, en la línea 
32, se dice que 0,, 09, Oz, T,9, Tyz> Y Toz SON todas funciones de r, O y z, y en la línea 33 que 
r y O son funciones de x y y. En las líneas 36 y 37 se definen las derivadas de r y 0 con 
respecto a x y a y, tal y como se han escrito en las fórmulas (6.2) y se explica en detalle 
en la sección 6.1.1. A continuación, de la línea 40 a la 44 se define el vector de fuerzas 
másicas b.¡ expresado en coordenadas cilíndricas, y de la línea 51 a 53 se convierte dicha 
ecuación a coordenadas rectangulares utilizando para ello la definición de la matriz de 
transformación T dada entre las líneas 10 y 14. Posteriormente, en las líneas 56, 57 y 58 
se escriben las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio en coordenadas rectan- 
gulares (5.2) y con el comando trigsimp se simplifican las expresiones; finalmente, en 
la línea 61, se extraen e imprimen los términos entre paréntesis de las ecuaciones (6.31) 
y (6.32), términos que son iguales a cero. Por su parte, la línea 64 imprime directamente 
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la tercera ecuación de equilibrio. Es de notar que el sistema de álgebra simbólica Maxima 
calcula automáticamente las derivadas (6.29) empleando la regla de la cadena. 

Otro método para encontrar las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordena- 
das cilíndricas consiste en realizar una sumatoria de esfuerzos similar a la realizada en la 
sección 5.1 sobre una cuña como la mostrada en la figura 6.2. Se refiere al lector a Solecki 
y Conant (2003, sección 2.2.8) para la demostración de dichas ecuaciones, de esta forma, 
en el caso tridimensional. 


6.5.1. Particularizaciones de las ecuaciones de equilibrio en 
coordenadas cilíndricas 


Existen tres particularizaciones importantes de las ecuaciones de equilibrio (6.33) que 
se ilustran en la figura 6.3 y que se explican a continuación. 


A 
E 
y 


0 
en 


AS 
y 
UA 
7 


$ 
mE 


5 
y 
y» 
m% 


Caso 3: 
polares y 


simetría axial 


Z 


la dl 


á 


simetría axial Xx 


Caso 1: 
polares 


Figura 6.3. Casos particulares de la disposición de esfuerzos en coordenadas cilíndricas. 
El caso 1 (coordenadas polares) muestra una condición para la cual los esfuerzos son 
independientes de z; el caso 2 (simetría axial) presenta una condición para la 
cual los esfuerzos son independientes de 0, y el caso 3 es una combinación de 
los casos 1 y 2. Las flechas rojas representan las cargas aplicadas sobre el sólido. 
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Caso 1 (coordenadas polares) 


En este caso de coordenadas polares los esfuerzos son independientes de z, por lo que 
,_0 9792 os / 

zo Se == EE =0 y Ty = Toz = 0; adicionalmente, se tiene que b¿ = 0 y que o, es 

constante y no necesariamente igual a cero, pues de lo contrario existiría una variación 

de o, con z (se pide al lector explicar el porqué de lo anteriormente indicado). Aquí, se 


deduce de (6.33) (figura 6.3-caso 1) que 


00, A 1 07,9 £ O, — 04 
or ro8 r 


(6.34a) 


OT+0 de 1 005 ES Mido 
or  ro0 


(6.34b) 


este estado de esfuerzos ocurre, por ejemplo, cuando tenemos una barra prismática con 
una carga aplicada independiente de z; tal es el caso de una tubería horizontal (¿por qué 
horizontal?) que contiene un fluido que no está en movimiento y que está enterrada en 
el suelo. 


Caso 2 (simetría axial) 


En el caso de simetría axial (también llamado estado axisimétrico), no existe dependen- 
cia de las componentes de esfuerzo en 0 y, por consiguiente, da Sa ... a 0; 
además, los esfuerzos cortantes se anulan sobre cualquier corte del plano axial, ya que 
este es un plano simétrico, es decir, 7,9 = Tg¿ = O (figura 6.3-caso 2). De lo anterior se 
deduce que bg = 0 y que oy es constante, pues de lo contrario existiría una variación 
de 04 con 6 (se pide al lector explicar el porqué de lo anteriormente mencionado). En 


consecuencia, se obtiene a partir de (6.33) que 


(6.354) 


(6.35b) 


Este caso de simetría axial ocurre, por ejemplo, cuando la carga aplicada es independien- 
te de 6, lo cual sucede siempre que tenemos sólidos de revolución con cargas exteriores 
que también son de revolución; por ejemplo: una tubería vertical que contiene un fluido 
denso a presión (¿por qué vertical?) y que está suspendida en el aire, la cúpula de una 
iglesia sometida a cargas de peso propio, silos, muros cilíndricos, depósitos de agua cilín- 
dricos, cimentaciones de sección circular cargadas axialmente, los esfuerzos en el suelo 
bajo la acción de una carga puntual en la superficie (problema de Bousinessq), etc. 
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Caso 3 (coordenadas polares + simetría axial) 


Este es una mezcla de los casos 1 y 2. Si asumimos que no existe dependencia de las 


E 5) 
componentes de esfuerzo en z ni en O (figura 6.3-caso 3), entonces, do: 2 = 0... = 
TO ll 009 a OTOz z 

== =UyS era +39 = 0 y, además, todas las componentes del esfuerzo 


cortante son pan O Sea, T,g = Tyz = Tag. = 0. En consecuencia, se tendrá que tanto 0, 
como 0g son constantes y que b, = bg = 0 y; por tal razón, las ecuaciones diferenciales 
de equilibrio (6.33) se reducirán a la única ecuación: 


(6.36) 


Este caso ocurre, por ejemplo, cuando se tiene una tubería de masa despreciable que 
transporta un gas a presión y que está suspendida en el aire o cuando se analizan, de 
forma muy simplificada, los rodamientos y los ejes de transmisión de una máquina. 

Antes de continuar, por favor, asegúrese de que es completamente claro para usted 
qué quiere decir físicamente cada una de estas situaciones y en qué casos son aplicables 
las ecuaciones deducidas en esta sección. 


6.5.2. Deducción alternativa de las ecuaciones diferenciales de 
equilibrio en coordenadas polares 


Las ecuaciones (6.34) se pueden deducir si se considera la sumatoria de fuerzas reali- 
zadas en un diferencial de sólido como el mostrado en la figura 6.4, el cual tiene un 
espesor £. Haciendo sumatoria de fuerzas en el sentido radial (en la dirección de la línea 
roja «+...o. ) e igualándolas a cero (2 F, = 0) tenemos que 


OT, A0 AÓ 
(o q 49) t Ar cos — — Tygt Ar cos — 
00 = 2 == 2 


=CD =AB 
004 A0 A0 
- (0 + So 40) t aa 8 Opt Ar sin E 
=CD + 
00, 
+ | 0, + —Ar]t(r+ Ar) A9-0,trA0+b,trA9 Ar=0 
or + A 
ano =AD =AD 


observe que AD y BC son arcos, mientras que AB y CD son líneas rectas, como lo evi- 
dencian los símbolos encima de las letras. Se pregunta al lector: ¿por qué los términos 
del segundo reglón tienen asociados un signo menos? Expandiendo los paréntesis, di- 
vidiendo todo entre el espesor f, reduciendo términos semejantes y teniendo en cuenta 
que AÓ es un ángulo pequeño (ver apéndice A.7.3), por lo que sin 28 S 28 y cos 28 el, 
resulta: 


e ArA0 - ogArA0 — = (A0) z + 0, 


(r + Ar) AQ + b,rArA0 =0; 


(59) 
E] 
lo 
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eliminando los diferenciales de tercer orden, dividiendo toda la expresión entre rArA0 
y tomando límites cuando ArA0 tiende a cero, se llega a 

1 07,9 A 0, — 04 Ñ 00, 

r 00 r or 
la cual es básicamente la ecuación (6.34a). La deducción de la ecuación (6.34b) por este 
método se hace sumando las fuerzas en el sentido angular (en el sentido de la línea verde 
== ===) € igualándolas a cero (2, Fp = 0); esta demostración se deja como ejercicio al 
lector. 


+b,=0, 


Figura 6.4. Esfuerzos actuantes sobre un diferencial de sólido, de espesor t, utilizando 
como referencia un sistema en coordenadas polares. La sumatoria de fuerzas en el 
sentido radial se hace en la dirección de la línea roja .=====:, La sumatoria de 
fuerzas en el sentido angular se hace en la dirección de la línea verde» mua ==, 


Observe que en esta deducción se han utilizado explícitamente expansiones en series 
de Taylor (ver apéndice A.7); por ejemplo, el término 0, + 2% Ag que se aplica sobre el 
lado CD apareció al hacer una expansión truncada en series de Taylor de 07 alrededor 
del punto (r + 4,0 +A0): 


Ar 


Ar Ar 004 (r +2, 0) 
vo [r+3,0+46) =00(r+ 1.0) + 30 A0 


(50) 
XI 
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1909 (r+ 2,0) , 
+ S 39 (AB) +--0; 
 _H AA JJ —— 
O 


observe que solo se han considerado los primeros dos términos de esta expansión, ya 
que los otros son despreciables en el equilibrio de fuerzas. Se solicita al lector completar 
los detalles. 


6.6. Componentes de la deformación en coordenadas 
polares 


En la sección 3.2 se analizaron las componentes de deformación de un sólido teniendo 
como referencia un sistema de coordenadas rectangulares. Aquí, repetiremos dicho aná- 
lisis utilizando un sistema de coordenadas polares y usando dos métodos diferentes: uno 
geométrico y otro algebraico. 

A continuación, nos referiremos al desplazamiento en la dirección radial F y tan- 
gencial Ó como u, y Vo, respectivamente (figura 6.5). Tenga cuidado para no confundir 
estos con las componentes de desplazamiento u y v que se utilizan en el sistema de coor- 
denadas rectangulares (y que suceden en la dirección de los vectores ¿y j); de hecho, es 
posible demostrar de forma análoga a como se dedujo la ecuación (2.12): 


u cosó —sin0||u, 
HB Ñ le 90 cos a la > 1037) 
es decir, 
u =u,cosÓ — vasinÚO (6.384) 
v=u,sinÓ + vgcos 0. (6.38b) 


Se deja dicha demostración como ejercicio al lector. 


6.6.1. Método geométrico para el cálculo de las componentes de la 
deformación en coordenadas polares 


Consideremos un diferencial de sólido ABCD, como el ilustrado en las figuras 6.6 y 6.7, 
el cual está representado con referencia a un sistema de coordenadas polares; se quiere 
cuantificar no solo la deformación longitudinal en las direcciones radial y tangencial, 
sino también la deformación angular de dicho diferencial de sólido. 

Con respecto a las figuras 6.6 y 6.7, si queremos analizar la deformación del sólido 
en el punto A, debemos analizar qué pasa en el sólido ABCD, el cual se deforma hasta 
alcanzar la posición A“B""C""D"”, para luego aplicar límites de modo tal que ABCD 
tienda al punto A. 
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Posición 


y final 


Posición 
inicial 


Figura 6.5. Componentes del desplazamiento en coordenadas polares. El 
desplazamiento del punto de coordenadas (x, y) se representa con 
la flecha verde; este vector de desplazamiento se puede describir ya 
sea con respecto a la base (í, f) o con respecto a la base (?, 0). 


Con ayuda de la figura 6.6, podemos definir, en coordenadas polares, la posición de 
los puntos A, B, C y D como 


coord,g( A) := (r, 0) coord,g(B) := (r + Ar, 0) 
coord,y(C) := (r + Ar, 0 +A0) coord,y(D) := (r, 0 +A0); 


alternativamente, la posición de dichos puntos puede especificarse, en coordenadas rec- 
tangulares, en relación con los ejes locales x” y y”, los cuales siguen las direcciones y 
sentidos indicados por los vectores +(A) y 0(A), así: 


coord (A) := (r, 0) coord,» y(B):= (r + Ar, 0) 
coord,» y (C) := (r + Ar, (r + Ar)A0) coord" (D) := (r,rA0). 


Ahora, en relación con las figuras 6.6 y 6.7, para que el sólido ABCD llegue a su 
posición final A”B""C'"D"”, primero tiene que trasladarse rígidamente en la dirección 
F(A) una distancia u,(A) y luego deformarse longitudinalmente en esa misma dirección, 
alcanzando la forma A'B'C'D”. Observe que al deformarse longitudinalmente en la direc- 
ción +(A) el diferencial de sólido también se deforma, indirectamente, en la dirección 
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=== ABCD: el diferencial de sólido analizado (configuración original). 


=== A'B'C'D': ABCD trasladado u,(A) en la dirección radial ?(A) e 
indirectamente deformado longitudinalmente en la dirección angular 0(4). 


== A"B"C"D": A'B'C'D' trasladado vg(A) en la dirección angular Ó(A) y 
deformado longitudinalmente en dirección 0(A). 


Figura 6.6. Análisis de la deformación longitudinal en coordenadas polares. Aquí el 
diferencial de sólido que se ubica en ABCD se desplaza y deforma hasta alcanzar la 
posición A” B"C”D”, Aquí, se debe tener en cuenta lo siguiente: (1) los trapecios 
punteados representan el sólido después del desplazamiento rígido, pero antes de estirarse 
o contraerse; (2) los diferenciales se dibujaron como rectángulos por simplicidad 
en la representación; no obstante, este caso se da únicamente cuando Ar > 0 y 
AO > 0; (3) los ejes x” y y” no están graficados ortogonalmente, ya que el ángulo 
A0 mostrado es muy grande; en el límite, cuando A9 > 0, dichos ejes sí son 
mutuamente ortogonales, y (4) mientras las líneas A'B' y A”B” son paralelas, las 
líneas C'D' y CD” no lo son, por lo que se evidencia mejor en la figura 6.7. 
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0 pr 
e 
- 


Figura 6.7. Análisis de la deformación en coordenadas polares. En este gráfico la 
simbología de los colores es igual a la de la figura 6.6, por lo que no se repite. Aquí el 
diferencial de sólido que se ubica en ABCD se desplaza y se deforma hasta alcanzar la 
posición A”B""C""D””. En este gráfico se debe tener en cuenta lo siguiente: (1) observe 
que las líneas A'B' y A” B” son paralelas, mientras que las líneas C'D' y CD” no 
lo son; (2) el ángulo « B4A”D” mide 907; (3) la suposición de que el ángulo 
£«AñA"O = 


4 B"B"" A” mida 90” solo es válida cuando los desplazamientos u,(A) y va(A) 
se asumen mucho más pequeños que r, y (4) 6 = «A'0A” 


=a«B"A"By4= 4C"D"Ca. 
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Ó(A), de modo que, por ejemplo, la distancia AD se convierte en A'D* y la distancia 
BC se convierte en B'C'. A continuación, el sólido A'B'C'D' se traslada rígidamente en 
la dirección (A) y luego se deforma longitudinalmente, de nuevo, en dirección Ó(A) 
hasta alcanzar la posición A”B"C"D”. Finalmente, el sólido se deforma angularmente 
adoptando su configuración final A"B""C'"D"”, Cabe recalcar que los puntos A, B, A' y 
B' son colineales y la línea que los une es paralela al tramo AB”, como se aprecia en las 
figuras 6.6 y 6.7. Por otro lado, las líneas C'D' y CD” no son paralelas (¿por qué?). 

Valiéndonos de las figuras 6.6 y 6.7, y asumiendo que Ar y A0 son cantidades muy pe- 
queñas, determinemos la posición de los puntos A”, B', A” y B”; esto se realiza aplicando 
la fórmula (3.2): 


posición final = posición inicial + desplazamiento 


para obtener: 


coord (A) = r + ula) , 0 + 0 
e ==, — . 
posición inicial desplazamiento Posición inicial desplazamiento 


= (r+u,(r,0), 0) 


coordyy(B'):=| r+Ar +  u,(B) ¿con8,(4) 
+? 


posición inicial desplazamiento 


r + Ar +u,(r + Ar, 0), ) 


posición inicial desplazamiento 


r+u,(r, 0), valr, 0) 


coord yr y (A”) = 0:44 0 + va(A) 
coord, y (B”) = (coord, (B”), coord» (A”)) 


= [rs u,(r + Ar, 0), velr, 0) 


A partir de la figura 6.6 observe, en particular, que la coordenada y” del punto D”, esto 
es coord ,(D”), está formada por la longitud del arco A'D”, la cual es (r + u,(A))A0, 
sumado al desplazamiento asociado al movimiento de A'B'C'D' hasta A"B"C"D", que 
es va(D). De este modo: 


coord,» y (D") = osa. rA0  +u,(AJAO0+ 0) 
=_— A 


posición inicial desplazamiento 
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= E +u,(r, 0), (r+u,(r, 0))A09 + valr, O + 50) 


adicionalmente, a partir de la figura 6.7 se determina que 


coordy(B"") = vo(B) = va(r + Ar, 0) 
coord:(D"") =r+u,(D) =r+u,(r, 0+A0), 


y asumimos que (¿podría dar los detalles?): 


coord,:(B"”) x= coord,» (B") * coord, (B”) 
coord y (D””) x coord (D”). 
A partir de las figuras 6.6 y 6.7 y las posiciones de los puntos que acabamos de especi- 


ficar, se pueden calcular las siguientes distancias, las cuales utilizaremos posteriormente 
en nuestros cálculos: 


AB = coord,» (B) — coord, (A) 
= [r + Ar] - [r] 
= Ar 
A'B' = coord,,(B") — coord, (A”) 

= [r + Ar +u,(r + Ar, 9)] - [r +u,(r, 9)] 
= Ar + u,(r + Ar, 0) - u,(r, 0) 

A"B" = coord, (B"”) — coord, (A”) 
S [r + Ar +u,(r + Ar, 9)] - [r +u,(r, 9)] 
= Ar+u,(r + Ar, 0) -u,(r, 0) 

AD = coord y(D) — coord, (A) 

= [rA8] - [0] 
=rA0 

A"D"” = coord »(D”) — coord, (A”) 
= [G +u,(r, 9))A0 + val[r, O + A0)] - [volr, 9)] 
= (r+u,(r, 0))A0 + vg(r, 0+A0) — ve(r, 0) 

B"B"" = coord, (B"") — coord (B"”) 
= Val r + Ar, 0) — val(r, 0) 

D"D"” = coordy»(D””) — coord,» (D”) 
E [r +u,(r, 0 + A0)| - [r +u,(r, 9)] 
=u,(r, 0+ A0) - u,(r, 0). 


Hacemos énfasis, de nuevo, en que las coordenadas y longitudes que acabamos de 
deducir son válidas siempre y cuando Ar y A0 sean cantidades muy pequeñas. 
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Como se vio en el capítulo 3, la deformación del sólido se descompone en deforma- 
ción longitudinal, que denota el cambio en longitud del elemento en una cierta dirección, 
y en deformación angular, que representa el cambio en el valor de un ángulo que origi- 
nalmente era recto, es decir, que medía 7/2 radianes; analizaremos cada una de ellas a 
continuación. 


Cálculo de la deformación longitudinal en la dirección radial «, 


La deformación longitudinal en la dirección radial, que denotaremos aquí por e,, mide el 
grado de estiramiento o contracción del sólido en el punto A = (r, 0) y en la dirección 
F(A), y se define como 


Sd, 0) lím mz 
, [Ar +u(r+Ar, 0) -u,(r, 9)] - [Ar] 
= ma —————_—— 2 
Ar=>0 Ar 
_ 0u,(r, 0) 
ar 


Cálculo de la deformación longitudinal en la dirección tangencial e, 


La deformación longitudinal en la dirección tangencial, designada por ey, mide el grado 
de estiramiento o contracción del sólido en el punto A = (r, 0) y en la dirección 0(4), y 
se define como 


] A"D"-AD 
aa) ue AD 
 [(r+u,(r, 0))40 + vg(r, 0+ A0) — ve(r,0)] -[rA0] 
= lím 
A0>0 rA0 
Ñ r r 00 ' 


“z . z . . ur(r,0) 
Esta ecuación contiene dos términos que se superponen: el primero, 2422, resulta 


cuando el elemento diferencial ABCD se estira radial y angularmente hasta convertirse 


en el elemento 4'B'C'D”; esta es una deformación producida, principalmente, por los 
: oa : 00 ovo(r,0 

esfuerzos aplicados en la dirección radial. El segundo término, * vob 2. resulta cuando 

el diferencial A'B'C'D' se convierte en A"B"C"D”; observe que esta es una deformación 


producida, principalmente, por los esfuerzos aplicados en la dirección tangencial. 
Una manera de entender el término A es asumir un anillo de radio r sujeto única- 


mente a una presión interna (figura 6.9) que hace que este aumente su radio una cantidad 
u,; de esta forma, el perímetro del anillo no deformado es p; = 27rr y del anillo deforma- 


do sería py = 271(r + u,). En este orden de ideas, la deformación longitudinal del anillo 


en la dirección tangencial sería ez = Er 


i r 
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Cálculo de la deformación angular y, 


La deformación angular y,g mide el cambio de ángulo entre dos caras que originalmente 
eran ortogonales; en este caso, y,g mide el cambio de ángulo entre las dos caras mutua- 
mente ortogonales AB y AD. Para medir dicho cambio de ángulo usamos como coadyu- 
vante la línea A“Ba, la cual es ortogonal a los arcos AD" y B"B”,; así, con la ayuda de 
la figura 6.7, definimos la deformación angular y,g como 


yro(r,0):= «BAD [rad] - <B""A"D"” [rad] = lím (y, + y2). (6.39) 
AD>0 

Observe que en la definición de los ángulos y, y y, se empleará el arco AD” y el seg- 
mento A”“B,, ya que el ángulo « B,¿A"D" es recto; como los ángulos y, y y, son muy 
pequeños, podemos aproximarlos por sus tangentes (ver apéndice A.7.3) y, por lo tanto, 
B"B"! D"pD"" 
A"B" Y2 di tan Y2 dl AD" 
donde Y = «A'0A"” = 4 B"A"B4 es un ángulo que se puede estimar, mediante la aproxi- 
mación de ángulos pequeños: 


y +0r*tan(y +0) = 


> 


NA"  ve(A) — volr,0) 


0 =tan<A'OA” = SS = ; 
di ANO r+u/(A) r+u,(r,0) 


asumiendo que el ángulo « A4'AO mide 90”, lo cual sucede cuando el desplazamiento 
vo( A) es muy pequeño en comparación con r, es decir, vg(A) << r (léase vg( A) es mucho 
menor que 7), se tiene que 


B"B" 
lím y, = = 
AB>0 A"B" 
AD>0 
es vol r + Ar, 0) — valr, 0) volr, 0) 
ar>0 Ar+u,(r+ Ar, 0)-u,(r, 0) r+u,(r,0) 
de va(r+Ar, a va(r, 0) volr, 9) 
Ar=0 Ar+ur(r+Ar, 0)-ur(r, no r+ MA 0) 
Ar 
oval(r,0 
2 var) 


14200" reu(r,0) 


Por otro lado, 


D"p" 
lím y, = 

AB>0 IDA 

AD>0 


u,(r, 9+ A0) - u,(r, 0) 
0 (r+u,(r, 0))A0 + val(r, 0+ AG) —- vg(r, 0) 
ur(r, 0:n0)- ur(r, 0) 


lím (r+ur(r, 940, E 0+A0)-va(r,0) 
AO A0 
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du, (r,0) 
90 


Ñ r+u,(r,0) + 


ova(r,0) ” 
00 


y al reemplazar las ecuaciones anteriores en (6.39): 


dva(r,0) volr, 9) du, (r,0) 


or e 
y.alr,0) = Ey - E 
PIO) ERA RETCO 


: E) i y 

y teniendo en cuenta que u, y 54 son cantidades mucho más pequeñas que r, o sea, 
7%) dur á A A 4 dur 

u, << r y Sy <r y como S” es insignificante comparado con 1, es decir 5% << 1, resulta 


que 


(r,0) = ove(r,0)  valr,0) a 1 9u,(r, 0) 
A r r 00 

Se deja como ejercicio al lector la interpretación física de cada uno de los términos 
que conforman esta ecuación. 

En resumen, las componentes de la deformación longitudinal e, y e9 y angular y,4 
expresadas en coordenadas polares son 


(6.40a) 


(6.40b) 


(6.40c) 


6.6.2. Método algebraico para el cálculo de las componentes de la 
deformación en coordenadas polares 
Las expresiones (6.40) también se pueden deducir de forma algebraica a partir de las 


ecuaciones (3.12) y (3.14). De hecho, haciendo uso de la regla de la cadena, podemos 
expresar e, como 


A _9u_dudr dud0 _ du 
* dx drox 009dx or 


1 du 
cos O — -=— sin 0; 
r 


00 


derivando, con respecto a r y O y empleando la ecuación (6.38a), resulta 


du , 
0 (u, cos O — ve sin 0) 
du, Ova . 
o cos O — ap O 

du 0 . 
307 36 (u, cos 0 — va sin 0) 
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Figura 6.8. Cuando 0 = 0, las deformaciones longitudinales e, se convierten 
en e,; análogamente, cuando 0 = 71/2, las deformaciones longitudinales 
e, se convierten en eg. Por otro lado, cuando 9 => 0, las deformaciones 
angulares y, se convierten en las deformaciones angulares y,g (no ilustrado). 


= Te cos 0 - u, sin O — 40 sin 8 — vcos8, 
y, utilizando (6.2), se concluye que 
_ (du, Ovg . 
sdO]= (E cos O — ay sn o) cos O 
du, , Ovg . sin 9 
- 30 cos Ó — u, sin O — yy nO - vocos0) a 


Como ilustra la figura 6.8, al evaluar la fórmula anterior para 0 = 0 y O = 7/2, llegamos 
a las ecuaciones (6.40a) y (6.40b), esto es: 


¿n= 8:10) ep= E: (12). 


Finalmente, podemos calcular y,9 (ecuación [6.40c]) a partir de y,y(9) como una 
función de u,, Vg y O, teniendo en cuenta que 


Yro = Yxy(0) = —yxy(71/2). 


Esta demostración se deja como ejercicio al lector. 


6.7. Componentes de la deformación en coordenadas 
cilíndricas 


Como se estudió en el capítulo 3, las deformaciones miden el cambio de forma de un di- 
ferencial de sólido. Estas se dividen en dos grandes clases: deformaciones longitudinales 
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y deformaciones angulares. Las primeras miden qué tanto se estira o se contrae un dife- 
rencial de sólido en una dirección dada, mientras que las segundas miden la variación 
experimentada por el ángulo entre dos caras mutuamente ortogonales de un elemento 
diferencial. 

Al igual que se hizo con la ecuación (3.15), es conveniente organizar las deformacio- 
nes en las matrices o tensores de deformaciones ingenieriles y de deformaciones matemá- 
ticas en coordenadas cilíndricas. Estos tensores se indican a continuación: 


1 1 

Er €r8 €rz €r 2Yr0  >Yrz 

1 1 

Eai= |£0r €e €e| =|5Yor te  2Y02|- (6.41) 
1 1 

€zr €zg €z 3Vzr 2/20 Ez 
A  —_ > ----—— 
deformaciones matemáticas deformaciones ingenieriles 


La matriz de deformaciones £.¡ se puede obtener desde el sistema de coordenadas 
rectangulares haciendo uso de las ecuaciones (3.17) y (3.22), teniendo en cuenta que 
€. = €' y que la matriz T está dada por la ecuación (6.6). De este modo, a partir de (3.17) 
se obtiene la fórmula 


que permite convertir la matriz de deformación en coordenadas rectangulares e a aquella 
en coordenadas cilíndricas £.;¡; además, utilizando (3.22) resulta la ecuación 


(6.42) 


que convierte la matriz de deformación en coordenadas cilíndricas e. a aquella en coor- 
denadas rectangulares e. 

Las componentes de la deformación expresadas en coordenadas rectangulares (ecua- 
ciones [3.12] y [3.14]) pueden expresarse en coordenadas cilíndricas aplicando un pro- 
cedimiento algebraico similar al explicado al final de la sección 6.6.2. De hecho, con el 
siguiente código de Maxima podemos realizar fácilmente esa tarea: 


11 /x* Se especifica que ur, vt y w son funciones de r, t y z */ 

21/x« y que r y t son funciones de x y de y x/ 

3idepends([ur, vt, w], [r, t, z1)$ 

a|depends([r, tl, [x, y1)$ 

5 

s|/x Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy x*/ 
7|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 

¿| gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x+/ 

9 
w|/x* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */ 

ulT : matrix( 
[ cos(t), -sin(t), 0 
| [ sin(t), cos(t), 0 
[ O, 0, 1 


1, 
1, 
] 
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)$ 


/* Deformaciones matemáticas en términos de deformaciones ingenieriles x/ 
ert : grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$ 


/* Se define la matriz de deformaciones en coord. cilíndricas, ec. (6.41) +/ 
def_cil : matrix( 
[ er, ert, erz 1], 
[ ert, et, etz ], 
[ erz, etz, ez ] 


)$ 


/* Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares */ 
def: T.def_cil.transpose(T)$ /x ecuación (6.42) x/ 


/* Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas x/ 
/* rectangulares x*/ 

ex : def[1]1[11$ ey : def[2]1[21$ ez : def[3]1[31$ 

gxy : 2xdef[1][215$ gxz : 2xdef[1]1[31$ gyz : 2xdef[2]1[31$ 


/* Vector de desplazamientos con respecto a la base fr,t,z)] x*/ 
des_cil : matrix([ ur ], [ vt 1], [ w 1)$ 


/* Se expresa el vector de desplazamientos con respecto a la base ([i,j],k) */ 
des: T.des_cil$ 


/x* Se hace la asignación respectiva de los desplazamientos *x/ 
u : des[1]1[11$ 
v : des[2]1[11$ 


/* Deformaciones en coordenadas rectangulares, ecuaciones (3.12) y (3.14) x*/ 
eql : ex =diff(u, x)$ 

eq2 : ey =diff(v, y)$ 

eq3 : ez =diffí(w, z)$ 

eq4 : gxy = diff(u, y) + diff(v, x)$ 

eq5 : gyz = diff(v, z) + diff(w, y)$ 

eq6 : gxz = diff(u, z) + diff(w, x)$ 


/* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las deformaciones */ 
ev([eql1, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6], sin(t)=0, cos(t)=1); 


Aquí las variables u,, va, O y y,y se han representado, respectivamente, como ur, vt, t y 
gxy. El resultado de ejecución de este código es el siguiente: 


(6.43) 
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En el código anterior, en la línea 3 se expresan las componentes de desplazamiento 
en coordenadas cilíndricas u,, va y w como funciones de r, O y z, y en la línea 4 dice 
que ambas, r y 0, son funciones de x y y. En las líneas 7 y 8 se definen las derivadas 
de las funciones r y O con respecto a x y a y, respectivamente, como se explica en la 
sección 6.1.1; estas líneas son básicamente una implementación de las ecuaciones (6.2). 
En la línea 36 se definen las componentes del vector de desplazamiento en coordenadas 
cilíndricas, es decir, 41 = [U,, Vg, w]”, y de la línea 11 a la 14 se definen las componentes 
de la matriz de transformación T definida en la ecuación (6.6) y que ha sido empleada 
para encontrar la representación del vector 4, con respecto a los ejes x, y y z, esto es, 
u =[u, v, w]”, de acuerdo con lo comentado en el sección 2.5. Lo anterior se hizo utili- 
zando la fórmula u = Tu. (ver línea 39). Por su parte, las cantidades u y v se extrajeron 
del vector u mediante las líneas 42 y 43, respectivamente. De la línea 46 a la 51 se escri- 
ben las ecuaciones (3.12) y (3.14), que representan las componentes de la deformación 
en coordenadas rectangulares. Finalmente, en la línea 54 se hace sinÓ = 0 y cosÓ = 1 
con base en un procedimiento similar al que se realizó para encontrar las ecuaciones de 
equilibrio, en la página 268, valiéndonos esta vez las factorizaciones dadas por 


facsum(ex - diff(u, x) , sin(t), cos(t)); 
facsum(ey - diff(v, y) = 0, sin(t), cos(t)); 
facsum(ez - diff(w, z) sin(t), cos(t 


- - 


sin(t), cos(t 
sin(t), cos(t 
sin(t), cos(t 


facsum(gxy - diff(u, y) + diff(v, x) 
facsum(gyz - diff(v, z) + diff(w, y) 
facsum(gxz - diff(u, z) + diff(w, x) 


, 


0 
0 
0 
0 
0 
0 


LA A A A 


) 

) 

); 

) 
, ) 
, ) 
Se deja dicha comprobación como tarea al lector. 


6.8. Desplazamiento y deformación en el caso de simetría 


axial 
Recordemos que, en el caso de simetría axial, no existe dependencia de las componentes 
00; 009 OTaz z 
de esfuerzo en 0 (57 = Sy == %$ = 0) y, además, los esfuerzos cortantes T,9 Y Toz 


se anulan sobre cualquier corte del plano axial. Por la misma simetría axial se tiene que 
en el caso axisimétrico va = 0; además, u, y w son funciones independientes de 0, esto 
es u,(r,0,z) = u,(r,z), valr,0,z) = 0 y w(r, 0,z) = w(r,z). De esto, se deduce que las 
deformaciones (6.43) se convierten en el caso axisimétrico en las siguientes ecuaciones: 


du,(r,z) 
or 
ez) 


Sos S vaz 20 


ep(r,z) = Veslr,z) =0 (6.44) 


ow(r,z) 


we) Ou (rie) 
0 NA 


cda) 
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6.9. LEY DE HOOKE 


Una forma para entender eg(r,z) = tra) es asumir un anillo de radio r sujeto única- 
mente a una presión interna (figura 6.9) que hace que este aumente su radio una cantidad 
u,; de esta forma, el perímetro del anillo no deformado es p, = 27rr y del anillo deforma- 
do sería py = 271(r + u,). En consecuencia, la deformación longitudinal del anillo en la 
Pp7Pi _u 

Pi 


= 
E: 


dirección tangencial sería ey = 


6.9. Ley de Hooke 


La ley de Hooke, que se estudió en el capítulo 4, es una relación constitutiva que describe 
la relación entre los esfuerzos y las deformaciones en sólidos elásticos lineales. Recorde- 
mos que esta relación constitutiva solo es válida para pequeñas deformaciones. 

A continuación, expresaremos la ley de Hooke, en coordenadas cilíndricas, para el 
caso de materiales isótropos. Para tal fin, utilizamos el siguiente código de Maxima, el 
cual mediante operaciones algebraicas transforma (4.3) y (4.12) en las ecuaciones busca- 
das: 


/* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */ 
T : matrix( 

[ cos(t), -sin(t), 0 
[ sin(t), cos(t), 0 
[ 0, 0, 1 
)$ 


/* Se define la matriz de tensiones en coordenadas cilíndricas, ec. (6.21) */ 
sigma_cil : matrix( 

Sir. Uña 1, 

LAEAe) SE) ez 1, 

[ trz, ttz, sz ] 

)$ 


/* Se convierte dicha matriz de tensiones a coordenadas rectangulares */ 
sigma: T.sigma_cil.transpose(T)$ /x* ecuación (6.25) */ 


/* Se extraen los términos de la matriz de tensiones en coordenadas x/ 
/* rectangulares x*/ 

sx : sigma[1]1[11$ sy : sigma[21[21$ sz : sigma[3][31$ 

txy : sigma[1][215$ txz : sigma[11[31$ tyz : sigma[2]1[31$ 


/* Deformaciones matemáticas en términos de deformaciones ingenieriles x/ 
ert : grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$ 


/* Se define la matriz de deformaciones en coord. cilíndricas, ec. (6.41) +/ 
def_cil : matrix( 
[ er, ert, erz 1], 
LOrt, St, uz Il, 
[ erz, etz, ez ] 


)$ 
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3|/x* Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares */ 
a def: T.def_cil.transpose(T)$ /x* ecuación (6.42) x*/ 

35 

36 /x Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas x/ 
311 /x* rectangulares x*/ 

33 ex : def[1]1[11$ ey : def[2][21$ ez : def[3]1[31$ 

3 gxy : 2xdef[1][21$ gxz : 2xdef[1][31$ gyz : 2*def[21[31$ 


al/* La ley de Hooke en coordenadas rectangulares, ecs. (4.3) y (4.12) x*/ 
42 eql: ex = (1/E)x(sx - nux*(sy + sz))5 

41eq2: ey = (1/E)x(sy - nux(sx + sz))$ 

a4jeq3: ez = (1/E)x(sz - nux(sx + sy))5$ 

as eq4: gxy = txy/G$ 

46/eq5: gxz = txz/G$ 

471 eq6: gyz = tyz/G$ 


49|/* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las ley de Hooke */ 
s |ev([eql1, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6], sin(t)=0, cos(t)=1); 


Aquí sr, st, trt, trz, ttz y txy denotan, respectivamente, los esfuerzos 0,, Op, T;9, Trz> 
Tgz Y Txy> Y las variables er, et y etz representan las deformaciones e,, £9, Y €, respecti- 
vamente. 

En el código anterior, las líneas 2 a 6, 9 a 13 y 27 a 31 definen la matriz de trans- 
formación T (ecuación [6.6]), la matriz de tensiones 0. (ecuación [6.21]) y la matriz 
de deformaciones matemáticas €.¡ (ecuación [6.41]), respectivamente. Estas matrices se 
definieron con el objetivo de poder calcular la matriz de tensiones a y la matriz de defor- 
maciones e en coordenadas rectangulares, de acuerdo con las ecuaciones (6.25) y (6.42), 
respectivamente, estando estas fórmulas implementadas en las líneas 16 y 34. Una vez ex- 
traídos los esfuerzos y las deformaciones de las matrices O y e, se extraen sus términos 
en las líneas 20-21 y 38-39, respectivamente. Entonces, se reemplazan dichos términos 
en la ley de Hooke expresada en coordenadas rectangulares (4.3) y (4.12) entre las líneas 
42 y 47 y, finalmente, en la línea 50 se hace sin O = 0 ycos O = 1 de la misma forma que se 
hizo para el cálculo de las ecuaciones diferenciales de equilibrio y de las deformaciones, 
obteniendo así la ley de Hooke en coordenadas cilíndricas. 

El resultado de la ejecución del código anterior nos dice que las ecuaciones (4.3) y 
(4.12) expresadas en coordenadas cilíndricas son 


(0, — v (09 + 0,)) 


(09 — v (a, + 0,)) 


0, v(0, + 09)) 
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Continuando con el programa anterior, la línea 


sa /x* Se despejan los esfuerzos para encontrar las ecuaciones de Lamé x/ 
s| factor(solve(%, [sr,st,sz,trt,trz,ttz])); 


expresa los esfuerzos 0,, 09 y 0, en términos de las deformaciones e,, €g y €: 


(ez nu + et nu - er nu + er) E 
(86026) —[[S5T == ==. --- ; 
(nu + 1) (2 nu - 1) 


(ez nu - et nu + er nu + et) E 


(nu + 1) (2 nu - 1) 


(ez nu - et nu - er nu - ez) E 


trt = gxy G, trz = gxz G, ttz = gyz G]] 


Reorganizando términos, obtenemos las ecuaciones de Lamé (4.14) expresadas en 
coordenadas cilíndricas: 


o, = le +2Ge, 
09 = le +2Geo 
0, =le+2Ge, 
aquí A := OIE es la constante (4.15) y 


A 


= E, +E9+ €z 
= div([u,, va, w]" 
) (6.45) 
a 
o ror " ro0  0z 


du, u, 10vg o0w 
Si ++ + 

or r ro0 oz 
representa, de un modo alternativo, la dilatación cúbica (4.27). Recordemos que, según 
la ecuación (3.37a), la dilatación cúbica es el primer invariante de deformación y, según 
lo dicho en la sección 4.5, expresa el “porcentaje de cambio de volumen” del diferencial 
de sólido que se encuentra en la posición (r, 0, z). 

La ley de Hooke, para el caso en coordenadas cilíndricas, se puede particularizar a 

los siguientes casos bidimensionales: 
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+ En coordenadas polares, suponiendo un estado de tensión plana (ver sección 4.8.1): 


: (0, — voy) - 
E = 7 L0,=V 10.5 tr 
E 0 Yro = Tre 
1 
Ep = h (09 — vo,) 0 (6.46) 
v 
€, == (0, +09) Yoz =0 
y 
E 
71 (e, + veo) Tro = Gro 
Op = qe (eg + ve,) as (6.47) 
0, =0 Toz = 0. 


+ En un estado de simetría axial, esto es, si no existe dependencia de las componen- 
0 0 

tes de esfuerzo en O (2 e ... 5 0), los esfuerzos cortantes se anulan 

sobre cualquier corte del plano axial, es decir, 7,9 = Tg¿ = 0; esto implica que la ley 


de Hooke se vuelve 


UNC 


La demostración de las ecuaciones anteriores, así como la correspondiente al caso de 
deformación plana en coordenadas polares, se dejan como ejercicio al lector. 


6.10. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad 


Las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas cilíndricas (6.33) forman un 
sistema de tres ecuaciones con seis incógnitas (0,, Op, Oz, T,9, Tyz Y Toz); al ser este un 
problema hiperestático, se requieren al menos tres ecuaciones adicionales para poder 
encontrar los esfuerzos al interior del sólido. Dichas ecuaciones se deducen utilizando 
las deformaciones del sólido, teniendo en cuenta que el campo vectorial de desplaza- 
mientos de este debe ser tal que no existan ni grietas ni traslapos en el material (ver 
sección 5.2.7). Según se estudió en la sección 5.2, dichos criterios se cumplen al satisfa- 
cer las ecuaciones diferenciales de compatibilidad, las cuales tienen dos versiones: una 
en términos de deformaciones y otra en términos de esfuerzos. 

A continuación, se expone el caso tridimensional y los casos bidimensionales, polar 
y axisimétrico de las ecuaciones de compatibilidad tanto en términos de esfuerzos como 
de deformaciones. 
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6.10.1. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales 


Dadas las tres ecuaciones de equilibrio (6.33), se requieren tres ecuaciones adicionales 
para calcular los seis esfuerzos 0,, Op, Oz, T,9, Tyz Y To. estas son las ecuaciones diferencia- 
les de compatibilidad. En el caso tridimensional, usualmente se trabaja no con tres sino 
con seis ecuaciones de segundo orden (que corresponden a las ecuaciones (5.7)), las cua- 
les se pueden reducir a un sistema de tres ecuaciones diferenciales de cuarto orden. Sin 
embargo, se prefiere trabajar con las seis ecuaciones que se mostrarán a continuación, 
ya que de este modo la complejidad matemática de la formulación es menor. 
Seguidamente, se presentan las ecuaciones diferenciales de compatibilidad en el caso 
tridimensional expresadas en términos de deformaciones y esfuerzos, respectivamente. 


Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales en términos de 
deformaciones (las ecuaciones de Saint-Venant) 


Las ecuaciones de compatibilidad en términos de deformaciones en el caso tridimensio- 
nal, es decir, las ecuaciones de Saint-Venant en coordenadas cilíndricas son 


1 os me lo) E e 50) el 109 (Qe de E) 
A IN d robo r 
1 0%e, Ñ es A l de, _ 10 ES e ) 
12900 92 ror rozi oa *” 
PE 0% 0% 
2 2 
A 4 a de O0Yoz Y 10Yr9  Yoz 00 
li Oz =y0c) + y, | o )+ Oz a 


r 00 or 
or r  ro0l or ro0 OZ r? 90 
20 e .-)- e) CRES 
r 00 Oz 


lo) ESE lo) ES A E 1 0Yoz 


OZ 


or rr or ro0 OZ r 


Estas fórmulas se obtuvieron con la ayuda del siguiente programa de Maxima, el 
cual convirtió las ecuaciones de compatibilidad en coordenadas rectangulares (ecuacio- 
nes [5.7]) a coordenadas cilíndricas: 


1/x* Se define la dependencia funcional x/ 

2 depends([er, et, ez, grt, grz, gtzl, [r, t, z1)$ 

3 depends([r, tl, [x, y1)$ 

4 

s|/x* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
s|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 
7|gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x*/ 

8 

9|/x Se define la matriz de transformación T (6.6) x/ 

10 | T : matrix( 
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os(t), -sin(t), 0 ], 
in(t), cos(t), 0 1, 
0, 0, 1] 


/* Se definen las deformaciones angulares matemáticas ert, erz y etz x/ 


ert 


: grt/2$ erz 


: grz/2$ 


etz 


: gtz/2$ 


/* Se define la matriz de deformaciones en coord. cilíndricas, ec. (6.41) */ 
def_cil : matrix( 


[e 
[e 
[e 


)$ 


FP) are, erz 1, 
FR, El, Eu 1, 
Pa, Et, az] 


/* Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares */ 
def: T.def_cil.transpose(T)$ /x* ecuación (6.42) x/ 


/* Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas */ 


NES 
ex 


gxy : 


ASS 
/x 
/x 
el: 
ez: 
e3: 
ed: 
e5: 
eb: 


rectangulares x*/ 
: def[1]1[11$ 
2*def[1]1[21$ 


ey : def[2][21$ 
gxz : 2xdef[1][31$ 


ez : def[3][31$ 
gyz : 2xdef[2][31$ 


Ecuaciones de compatibilidad en coordenadas rectangulares (5.7). Tenga */ 
en cuenta que estas ecuaciones se escribieron de modo tal que sus lados */ 


derechos sean iguales 


diff(ex, y,2) + diff(ey, x,2) - diff(gxy, 
diff(ey, z,2) + diff(ez, y,2) - diff(gyz, 
diff(ez, x,2) + diff(ex, z,2) - diff(gxz, 
2=*diff(ex, y,1, 2,1) - diff(- diff(gyz,x) 
2*diff(ey, x,1, 2,1) - diff(+ diff(gyz,x) 
2*diff(ez, x,1, y,1) - diff(+ diff(gyz,x) 


a cero x*/ 


Xx,1, y,1)$ 
y,1, 2,1)$ 
y) ZE 
+ diff(gxz,y) + diff(gxy,Zz),x)$ 
- diff(gxz,y) + diff(gxy,Z),y)$ 
+ diff(gxz,y) - diff(gxy,z),z)$ 


/x* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 en las anteriores ecuaciones x/ 
: expand(ev(trigsimp([el, e2, e3, e4, e5, e6]), sin(t)=0, cos(t)=1))$ 


eqs 


/* Se verifica que las ecs. calculadas son iguales a las ecs. (6.48) */ 


eel: 


ee2: 


ee3: 
ee4: 


ee5: 


ee6b: 


exp 
exp 
exp 
exp 


(1/r52)*xdiff(er,t,2) + (1/r)«xdiff(r*diff(et,r) - (er-et),r) 
- (1/r)«*diff (diff(grt,r) + grt/r,t)$ 
(1/r72)*diff(ez,t,2) + diff(et,z,2) + (1/r)*diff(ez,r) 
- (1/r)*diff(diff(gtz,t) + grz,z)$ 
diff(ez,r,2) + diff(er,z,2) - diff(grz,r,1,z,1)$ 
(2/r)«diff(er,t,1,2,1) - (1/r)«diff(rxdiff(grt,z) - gtz,r) 


- diff((1/r)*«diff(grz,t) - diff(gtz,r),r) - (1/r)*diff(grt,z) - gtz/r?2$ 


2*diff(diff(et,r) - (er-et)/r,z) - (1/r)*diff(diff(gtz,r) 


- (1/r)*«*diff(grz,t) + diff(grt,z),t) - (1/r72)*diff(gtz,t)$ 


and(eqs[1] - eel); /x 
and(eqs[2] - ee2); /x* 
and(eqs[3] - ee3); /x 
and(eqs[4] - ee4); /x 


Imprime 0 
Imprime 0 
Imprime 0 
Imprime 0 


*/ 
*/ 
*/ 
*/ 
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(2/r)*diff(diff(ez,r) - ez/r,t) - diff(diff(gtz,r) + (1/r)*diff(grz,t) 


- diff(grt,z) - gtz/r,z)$ 
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ss|expand(egs[5] - ee5); /* Imprime O x*/ 
ss expand(eqs[6] - ee6); /x* Imprime O x/ 


Para comprobar que el resultado calculado por Maxima en la línea 45 corresponde 
a las ecuaciones de Saint-Venant (6.48), se utilizaron las líneas 47 a 65. Observe que 
en estas ecuaciones se han reorganizado los términos de modo que las deformaciones 
longitudinales queden en la parte izquierda de la ecuación y las angulares en la parte 
derecha, tal y como se presentaron las ecuaciones (5.7). 

Es importante anotar que en el programa anterior, el comando diff (gxy, x,1, y,1), 


de la línea 37, establece que la expresión gxy se deriva una vez con respecto a la variable 
PY xy 
dxdy * 


x y otra vez con respecto a y, es decir, representa la derivada mixta 


Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales en términos de esfuerzos 
asumiendo que las fuerzas másicas son constantes (las ecuaciones de Beltrami) 


Como se discutió en la sección 5.2.6, las ecuaciones de compatibilidad en términos de 
esfuerzos en coordenadas rectangulares en el caso tridimensional están dadas por las 
ecuaciones de Michell (5.17); sin embargo, cuando las fuerzas másicas son constantes, 
dichas ecuaciones se reducen a las ecuaciones de Beltrami (5.18). Se deja como tarea al 
lector verificar mediante un programa de Maxima que las ecuaciones de Beltrami (5.18) 
expresadas en coordenadas cilíndricas son: 


O 
or? 
,190 ¿1% _ 
ror  r? 062 


2 OT yz A a 020 Ñ (6.49) 
rn)" 900% 
0%0 
2 e 
(1 + v) (v e. o 
20 4 
oneroso 
(+1) (V?ño+ Gago r os r 00 si 
donde 
O := 0, + 09 + 0, = 0, + 0y + 0% (6.50) 


es el invariante 1, de esfuerzo, de acuerdo con la ecuación (2.464). Recuerde que el sím- 
bolo V? representa el operador laplaciano en coordenadas cilíndricas, el cual se define 
por la ecuación (6.9). 
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6.10.2. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad bidimensionales 


En la sección 6.5 vimos que las ecuaciones diferenciales de equilibrio se pueden particu- 
larizar, a dos dimensiones, de las siguientes formas: 


Caso 1 (coordenadas polares): aquí las ecuaciones de equilibrio están dadas por las fór- 
mulas (6.34), siendo las incógnitas por resolver las funciones 0,, 04 y 7,93 dichas 
funciones dependen delas variables r y O y son independientes de z. Recuerde que, 
en este caso, 0, = constante y T,, = Tgz = O. En el sistema de coordenadas polares 
se tienen dos casos particulares: tensión y deformación plana. 


Caso 2 (estado axisimétrico): aquí las ecuaciones de equilibrio están dadas por las fór- 
mulas (6.35), siendo las incógnitas por resolver las funciones 0,, 0, y T,,3 estas son 
funciones que dependen de las variables r y z y son independientes de O. Recuer- 
de que, en este caso, 0g = constante y T,g = To = O. Adicionalmente, según lo 
explicado en la sección 6.8, va = 0. 


En el primer caso, tenemos un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas y, en 
el segundo, uno de dos ecuaciones con cuatro incógnitas que requieren ecuaciones adi- 
cionales para resolver el sistema. Estas ecuaciones son las ecuaciones diferenciales de 
compatibilidad, las cuales tienen dos formas: una en términos de deformaciones y otra 
en términos de esfuerzos. 


Caso 1 (coordenadas polares): ecuación diferencial de compatibilidad bidimensional 
en términos de deformaciones 


La ecuación bidimensional de compatibilidad, en términos de deformaciones en coor- 
denadas rectangulares (5.6), se puede expresar en coordenadas polares como 


l de, 10 des e - 60) = lo) (Qe +22) 


AE e ro0X or r 


Esta demostración se deja como ejercicio al lector. Observe que esta ecuación correspon- 
de a la primera de las ecuaciones (6.48). 


Caso 1 (coordenadas polares): ecuación diferencial de compatibilidad bidimensional 
en términos de esfuerzos 


La ecuación de compatibilidad bidimensional en términos de esfuerzos (5.13), reescrita 
aquí por conveniencia: 


o? o? oX  oY 
(575) o) (13) (5.13) 
IIA a ——— 
v2(0:+0y) div b 
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puede expresarse en coordenadas polares como 


ob, b, 10bg 
ll di 


(E lar ig? 


Esto resulta al reemplazar en (5.13) el laplaciano y la divergencia en coordenadas polares 
(ecuaciones (6.4) y (6.15), respectivamente) y empleando (6.50). 
Recuerde que en las ecuaciones anteriores K, se calcula mediante (5.14), es decir, 


(5.14) 


Toy 


E -(1+v) para el caso de tensión plana 
j para el caso de deformación plana. 


Se deja como ejercicio al lector deducir las ecuaciones (6.51) utilizando un programa 
de Maxima. 

Es importante anotar el hecho de que si el campo vectorial de fuerzas másicas b = 
[X, Y]? es constante, entonces divb = 0, ya que en este caso el campo vectorial b no 
presenta una expansión o contracción en ningún punto del espacio. No obstante, si el 
campo vectorial de fuerzas másicas b.;¡ = [b,, bg]" es constante, se tiene que div b.; = .e; 
en este caso, el campo vectorial estaría divergiendo del origen si b, > 0 o contrayéndose 
hacia el origen si b, < 0, tal y como se muestra en las figuras A.3a y A.3b. 

El hecho de que b = [X, Y ]” constante implique que div b.¡; = 0, incluso en el con- 
texto de coordenadas polares, se puede verificar mediante el programa de Maxima: 


1/x* Se define la dependencia funcional x/ 

2/depends([r, tl, [x, y1)$ 

3 

4|/* Se especifican las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
s|gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 
s|gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /x* ecuaciones (6.2b) x*/ 
7 

s|/* Se define la divergencia en coordenadas rectangulares y polares */ 
9div_rec(fx,fy) := diff(fx,x) + diff (fy,y)$ /x* ec. (6.10) */ 
1 div_pol(fr,ft) diff(fr,r) + fr/r + (1/r)*«diff(ft,t)$ /x ec. (6.15) x/ 


| /x* Se definen las fuerzas másicas en coordenadas polares */ 
vibr : Xx*cos(t) + Yxsin(t)$ 
u/bt : -X*sin(t) + Yxcos(t)$ 


16|/* Se calcula la divergencia en coordenadas rectangulares y polaresx*/ 
v|trigreduce(div_rec( X, Y)); /* imprime O x/ 
1|trigreduce(div_pol(br, bt)); /x* imprime O x*/ 


el cual imprime como resultado de las líneas 17 y 18, 0 y 0, respectivamente. Observe 
que las fuerzas másicas X y Y se asumen constantes, ya que de estas no se especificó la 
dependencia funcional en la línea 2. 
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Caso 2 (estado axisimétrico): ecuaciones diferenciales de compatibilidad 
bidimensionales en términos de deformaciones 


En este caso, es necesario utilizar las ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridi- 
mensionales (6.48). Para tal fin, se tendrá en cuenta que, según las ecuaciones (6.44), en 
el caso axisimétrico: y,g = Ygz = O y que las deformaciones £,, €9, € Y Y». Son todas fun- 
ciones únicamente dependientes de r y z. Cuando se realizan estas operaciones, resultan 
las siguientes cuatro ecuaciones (la cuarta y la sexta ecuación se anulan en el proceso 
algebraico): 


lo) dE 
rT—— 


ar or 


a 50) =0 
oe los, Oy 
dz ror roz 


Pe Pe Py 
dr?  dI2  0droz 
DE4 


ora (es 0) = 0% 


Caso 2 (estado axisimétrico): ecuaciones diferenciales de compatibilidad 
bidimensionales en términos de esfuerzos (asumiendo que las fuerzas másicas son 
constantes) 


En este caso, es necesario utilizar las ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridi- 
mensionales (6.49). Para tal fin, se tendrá en cuenta que en el caso axisimétrico: T,g = 
Toz = O y que los esfuerzos 0,, Op, 07 Y T,¿ SON todos funciones únicamente dependien- 
tes de r y z. Al realizar dichas operaciones, resultan las siguientes cuatro ecuaciones (la 
cuarta y la sexta ecuación se anulan en el proceso algebraico): 


(6.52) 


aquí el invariante de esfuerzo O está dado por la ecuación (6.50). 
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6.11. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE CAUCHY-NAVIER 


6.11. Ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier 


En la sección 5.8 se estudió que las ecuaciones de Cauchy-Navier describen el campo vec- 
torial de desplazamientos de un sólido hecho de un material elástico, lineal, homogéneo 
e isótropo. En coordenadas cilíndricas, estas ecuaciones son 


(A+ Es +G (ve, 
or 


l de a 
Ar + lv a 


(+6) +GVw+b.=0, 


donde la dilatación cúbica e se expresa como la divergencia del campo vectorial de des- 
plazamientos u, el cual está dado, según la ecuación (6.45), por 


10 10Va dw 
DEE E 
y el operador laplaciano está dado por (6.9) 
e 19 1 Al 
or? ror r?00? oz? 
Cuando tenemos el caso de coordenadas polares, usando el estado de deformación 
plana, estas ecuaciones se reducen a 


Y 


O + a +G (ve, 
or 


l de a 
A+ 675 +6(v da =P 


y en el caso de tensión plana a 


EA 


IA 
2(1- v) r 08 


en estos dos últimos casos de tensión y deformación plana, la dilatación cúbica y el ope- 
rador laplaciano se convierten, respectivamente, en 
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0% 109 10 
a rar 00 

Finalmente, en el caso de coordenadas axisimétricas, las ecuaciones de Cauchy-Na- 
vier son: 


Vs 


de U, 
00% +6 (vu -4)+b,=0 


Je (6.53) 
O + dz + GVw + b,¿=0, 
donde la dilatación cúbica e se simplifica, de acuerdo con (6.45), así: 
du, UU, 0W 
e= HE 
dor r Oz 
y el operador laplaciano estaría dado, a partir de (6.9), por 
19/ 0 9% 92 109 0 
2 = 
or (»;) da rn ro 02 1) 


La demostración de estas fórmulas, junto con las condiciones de fronteras asociadas, 
se proponen como ejercicio al lector. 


6.12. Funciones de tensión 


En la sección 5.7 vimos, en el caso bidimensional, que el uso de la función de tensión 
de Airy permite simplificar la formulación al reducir las dos ecuaciones diferenciales 
de equilibrio y la única ecuación diferencial de compatibilidad, en términos de esfuer- 
zos, a una sola ecuación diferencial. El hecho de tener que lidiar con una sola ecuación 
simplifica notablemente la solución del problema elástico. En la sección 6.13 veremos 
muchos ejemplos de aplicación que ayudarán a comprender la importancia práctica de 
las funciones de tensión. 

A continuación, estudiaremos dos funciones de tensión para el caso bidimensional: 
la función de tensión de Airy, que se emplea en coordenadas polares (caso 1) y la función 
de tensión de Love, que se emplea cuando se tiene simetría axial (caso 2). 


6.12.1. Función de tensión de Airy 


En la sección 5.7 vimos que la función de tensión de Airy f reducía las dos ecuaciones 
de equilibrio (5.1) y la única ecuación de compatibilidad (5.13) a una sola ecuación dife- 
rencial que era, en el caso de fuerzas másicas constantes, igual a la ecuación biarmónica 
de ( (5.43), es decir V*H = 0, simplificando de este modo la solución al problema del 
cálculo de los esfuerzos al interior del sólido. 
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En el caso bidimensional, el tratamiento en coordenadas polares puede realizarse uti- 
lizando la función de tensión de Airy; dicha función depende, en estas circunstancias, de 
r y de 6. Valiéndonos del siguiente programa de Maxima podremos expresar los esfuer- 
ZOS 0;,, 0g Y T,g en términos de la función de tensión de Airy, asumiendo que las fuerzas 
másicas b, y bg son nulas: 


/* Se especifica que r y t son funciones de x y de y; adicionalmente, que x*/ 
/* phi es función de r y de t x/ 
depends([r, tl, [x, y1)$ depends(phi, [r, t1)$ 


/* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 
gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */ 
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x+/ 


/* Se especifican los esfuerzos sx, sy y txy en función de sr, st y trt a 
partir de la ecuación (6.28) x*/ 

sx : srxcos(t)"2 + str*sin(t)"2 - trtrsin(2xt)$ 

sy : srxsin(t)?2 + stxcos(t)"2 + trtxsin(2xt)$ 

txy : (sr - st)*sin(2xt)/2 + trtx*cos(2xt)$ 


/* Relaciones de Airy para los esfuerzos, ecuación (5.33) cuando no se tienen 
fuerzas másicas, esto es haciendo V=0 x/ 

eql: sx = diff(phi,y,2)$ 

eq2: sy diff(phi,x,2)$ 

eq3: txy = -diff(phi,x,1,y,1)$ 


/* Se calculan sr, st y trt en términos de la función de tensión de Airy x*/ 
trigreduce(solve([eql, eq2, eq31, [sr, st, trt])); 


siendo la salida del programa anterior: 


199 1% 
ror  r?o00? 
2 
A (6.55) 


7 


109 10% za! 


1290 roro0  3rXYro8 


Con el siguiente programa de Maxima se reemplazarán las ecuaciones anteriores 
en las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas polares (6.34), de forma 
análoga a como se procedió con las ecuaciones (5.33), pero haciendo V = 0 para no 
considerar las fuerzas másicas: 


/* Se especifica que r y t son funciones de x y de y; adicionalmente, que */ 


/* phi es función de r y de t x*/ 
depends([r, tl, [x, y1)$ depends(phi, [r, t1)$ 
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s|/* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */ 


6 


7 


8 


9 


gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) x/ 
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x/ 


/* El laplaciano en coordenadas polares, ecuación (6.4) x*/ 
lapl(f) := diff(f,r,2) + (1/r)*«diff(f,r) + (1/r52)*diff(f,t,2)$ 


/x« sr, st y trt en términos de la función de tensión de Airy, ec. (6.55) */ 
sr: (1/r)«*diff(phi,r) + (1/r52)*diff(phi,t,2)$ 

st : diff(phi,r,2)$ 

trt : (1/r52)*diff(phi,t) - (1/r)*«diff(phi, r,1, t,1)$ 


/* Se reemplaza en las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.34) x/ 

/* asumiendo que las fuerzas másicas son nulas, o sea br = bt = 0 x/ 

eql : expand(diff(sr,r) + (1/r)*«diff(trt,t) + (sr - st)/r = 0); /x da 0=0 x*/ 
eq2 : expand(diff(trt,r) + (1/r)*diff(st,t) + 2xtrt/r = 0); /* da 0=0 */ 


/* Se reemplaza en la ecuación diferencial bidimensional de compatibilidad +/ 
/* en términos de esfuerzos (6.51), asumiendo que las fuerzas másicas son */ 
/* nulas, esto es br =bt=0 x/ 

eg3a : expand(trigsimp(lapl(sr + st) = 0)); /x imprime la ecuación (6.57) x*/ 


/* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Airy en */ 
/* coordenadas polares, ecuación (6.56) x*/ 
eq3b : expand(lapl(lapl(phi))) = 0; /* imprime la ecuación (6.57) x*/ 


La salida de las líneas 19 y 20 son las igualdades O = 0 y O = 0, lo que indica que las 
relaciones de Airy (6.55) satisfacen las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.34). Por 
otro lado, a partir de las líneas 25 y 29 se deduce que la ecuación (5.43), mostrada aquí 
por conveniencia: 


0% op 0 0? dp ve 
tp = —= +2 — ; A 
ye dx 0x20y? “ay oy?* (+7 “oy oy? E: oy? di 0 


se puede escribir entonces en términos del laplaciano (6.4), o sea V?p = cd + > 
como 


2 19 12%1/(% 109 1 20 
) or? e r or 4 1? 98? 0, id 


y 0 (57 * o 


o alternativamente como 


289 2 09 _1%p 2 9 109 19% 49% 0%, 


a a PA O aa A ao (69) 


Se deja como tarea al lector hacer las mismas deducciones ia a la función de 


tensión de Airy teniendo en cuenta las fuerzas másicas. Pista: b, = -% y bg = 12. 
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La solución analítica a la ecuación (6.56) fue deducida por Michell (1899): 


p(r, 0) = Aor? + Bor? In(r) + Coln(r) 
+ (lor? + Lr?In(r) + LIn(r) + 1,) 0 
+ (Ajr + Byr? + Bir0 + Cir? + DirIn(r)) cosO 
+ (Er + Er? + Elr0 + Gir? + HirIn(r)) sin 0 (6.58) 


qe $ (A,r" E O Dr) cos(n0) 
n=2 


de S (E,r” FESSS+G Ir ¿ Hare) sin(n0), 


y se conoce como la solución de Michell”? Aquí los términos A ,, B,,, ..., H, etc., para n = 
0, 1,...son constantes que deben ser encontradas. La importancia de esta fórmula es que 
toda solución a un problema en coordenadas polares toma términos de esta ecuación, 
haciendo el resto de constantes iguales a cero. 

Tal y como se mencionó en la sección 5.7, la función de tensión de Airy se utiliza 
para solucionar analíticamente muchas condiciones de esfuerzo presentes en sólidos con 
geometrías particulares, de cierta importancia práctica. El método consiste en asumir 
una función de tensión f que tome los términos de la ecuación (6.58), la cual depende 
de unos coeficientes desconocidos, de modo tal que satisfaga el biarmónico (6.56); luego, 
se deduce el campo vectorial de esfuerzos, deformaciones y desplazamientos y, a partir 
de las condiciones de frontera, se estima el valor de las constantes desconocidas. En la 
sección 6.13 analizaremos varios ejemplos mediante dicha metodología y se refiere al 
lector a Timoshenko y Goodier (1970, capítulo 3), Ameen (2005, sección 6.4) y Sadd 
(2005, sección 8.4) para ver otras deducciones relacionadas con estas ecuaciones en el 
contexto de coordenadas polares utilizando la función de tensión de Airy. 


6.12.2. Función de tensión de Love 


Esta función de tensión, que se utiliza en el caso axisimétrico, fue propuesta por el ma- 
temático y geofísico británico Augustus Edward Hough Love (1863-1940). Su demos- 
tración se puede encontrar en Love (1944, pp. 274-276) y en Ortiz-Berrocal (1998, sec- 
ción 8.6). 

Al igual que la función de tensión de Airy, esta solución es aplicable a problemas de 
elasticidad lineal en los que las deformaciones son pequeñas y el material sigue la ley de 
Hooke, asumiendo que se desprecia la influencia de las fuerzas másicas. Sin embargo, 
una propiedad interesante de la función de tensión de Love, que carece la función de 
tensión de Airy, es que la primera permite calcular directamente los desplazamientos en 
el sólido. 


72 Ver, por ejemplo, https://en.wikipedia.org/wiki/Michell_solution. 
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La función de tensión de Love considera una función ( que es independiente de 0, es 
decir, p(r,0,z) = p(r,z). Dicha función de tensión, que no tiene en cuenta las fuerzas 
másicas, define los esfuerzos como 


oa 2 E 9? a) 
1) pr, 
valr,z) = > vV?p(r,z) — a] 
0 02p(r,z) Aia 
0z(r,z) == zo le- v)V?p(r, z) — A) 
Trl 1, Z) = — [a v)V*p(r,z) — da e), 
y determina los desplazamientos empleando las ecuaciones: 
1+v0*p(r,z) 
AS A 2 
E Ordz (6.60) 


l1+y 


ac | 


wir. z)= =7 [2a- v)V?*p(r,z) — 


Debe tenerse en cuenta que en las ecuaciones anteriores el laplaciano por usar es el 
asociado a las coordenadas axisimétricas, que está especificado por la ecuación (6.54). 
Con la ayuda del siguiente código de Maxima: 


1|/* Se especifica que la función de tensión de Love phi es función de r y */ 
21/* z Únicamente x/ 

3 depends (phi, [r, z1)$ 

4 

s /* Se define el laplaciano en el caso axisimétrico, ecuación (6.54) */ 
sllapl(f) := (1/r)xdiff(rxdiff(f,r),r) + diff(f,z,2)$ 

7 

s|/* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Love x*/ 

9 bphi : expand(lapl(lapl(phi)))$ 


ul/x* Se definen los esfuerzos utilizando la función de tensión de Love x/ 
p.sr : diff(nuxlapl(phi) - diff(phi,r,2), z)$ 

ist : diff(nu*lapl(phi) - (1/r)*diff(phi,r), z)$ /* ecuaciones (6.59) */ 
“sz : diff((2-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2), z)$ 

wsitrz : diff((1-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2), r)$ 


v|/* Se definen los desplazamientos empleando la función de tensión de Love */ 


sur: -((1+nu)/E)*«diff(phi, r,1, z,1)5 /* ecuaciones (6.60) x*/ 
ww: ((1+nu)/E)*(2*x(1-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2))$ 
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/* Se reemplazan los esfuerzos en las ecuaciones de equilibrio, x*/ 
/* ecuaciones (6.35) para fuerza másica constante (br=bt=0) x/ 

eql: diff(sr,r) + diff(trz,z) + (sr - st)/r$ 

eq2: diff(trz,r) + diff(sz,z) + trz/r$ 

factor(eql - 0); /* Imprime O x*/ 

factor(eg2 - (1-nu)xbphi); /* Imprime O x/ 


/* Se reemplazan los esfuerzos en las ecuaciones de compatibilidad (6.52) x/ 
Theta : sr + st + sz$ 

col : lapl(sr) - (2/r7%2)x(sr - st) + (1/(1+nu))*diff(Theta,r,2)$ 

co2 : lapl(st) + (2/r72)x(sr - st) + (1/(1+nu))*x(1/r)*diff(Theta,r)$ 

co3 : lapl(sz) + (1/(1+nu))x*diff(Theta,z,2)$ 

co4 : lapl(trz) - (1/r?2)*trz + (1/(1+nu))*diff(Theta,r,1,z,1)$ 


/x Se verifica la equivalencia de las anteriores expresiones: */ 
factor(col - nu*xdiff(bphi,z)); /* Imprime O x/ 
factor(co2 - nu*xdiff(bphi,z)); /* Imprime O x/ 
factor(co3 - (2-nu)*diff(bphi,z)); /* Imprime O x/ 
factor(co4 - (1-nu)*diff(bphi,r)); /* Imprime O x/ 


/* Las constantes de Lamé: */ 
lambda : Exnu/((1 + nu)x(1 - 2xnu))$ 
G : E/(2x(1 + nu))$ 


/* Dilatación cúbica para el caso axisimétrico, ecuación (6.45) x/ 
e : diff(ur,r) + ur/r + diff(w,z)$ 


/* Se reemplazan los desplazamientos en las ecuaciones de Cauchy- */ 

/* Navier (6.53), asumiendo que las fuerzas másicas son nulas: br = bz = 0 x/ 
cnl1 : (lambda + G)*diff(e,r) + G*(lapl(ur) - ur/r?2)$ 

cn2 : (lambda + G)*diff(e,z) + Grlapl(w)$ 

factor(cnl - 0); /* Imprime O x*/ 

factor(cn2 - (1-nu)xbphi); /* Imprime O x/ 


observamos lo siguiente: 


+ Al reemplazar (6.59) en las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.35), asumien- 
do que la fuerza másica es constante, se obtiene, respectivamente (ver líneas 21 a 
26): 


0=0 
(1-v)v*p(r, z) =0. 
» Al reemplazar (6.59) en las ecuaciones diferenciales de compatibilidad (6.52), las 


cuales asumen que la fuerza másica es constante, resulta, respectivamente (ver 
líneas 28 a 39): 


6. FORMULACIÓN DE LA TEORÍA DE LA ELASTICIDAD EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 


(2 - yo (vip(r,z)) =0 


(1- yo (v*p(r,z)) =0. 


+ Alreemplazar (6.59) en las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Navier (6.53), asu- 
miendo que la fuerza másica es constante, se obtiene, respectivamente (ver líneas 
50 a 53): 


0=0 
(1-v)v*p(r,z) =0. 


En otras palabras, las dos ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.35), las cuatro ecuacio- 
nes diferenciales de compatibilidad (6.52) y las dos ecuaciones de Cauchy-Navier (6.53) 
se satisfacen siempre y cuando el biarmónico de d sea igual a cero: 


2% 10 92 %p 10) E) 
= (05 .61 
(Ei Ñ 6:61) 


4 — 
de lata 


este es un requisito indispensable que debe satisfacer cualquier función que se proponga 
como función de tensión de Love. 

La solución de un problema axisimétrico básicamente se reduce, entonces, a suponer 
una función de tensión de Love que está especificada utilizando unos coeficientes desco- 
nocidos; dicha función de tensión debe satisfacer no solo la ecuación (6.61) sino también 
las condiciones de frontera asociadas al problema en cuestión. En la sección 6.13.6 em- 
plearemos esta función de tensión para solucionar el problema de Boussinesq; dicho 
problema analiza los esfuerzos y desplazamientos en un medio seminfinito elástico, li- 
neal, homogéneo e isótropo sometido a una carga puntual. Otra aplicación de gran im- 
portancia es en la solución del problema de Burmister, el cual es una generalización del 
problema de Boussinesq a un medio seminfinito de varios estratos; en este caso, se remi- 
te al lector a cualquier texto de análisis estructural de pavimentos, como Huang (2003, 
apéndice B). 


6.13. Aplicaciones 


A continuación, estudiaremos varios casos, de gran utilidad práctica, que se analizan 
sirviéndonos de las formulaciones en coordenadas polares, axisimétricas o cilíndricas. 
Veremos que muchas de estas aplicaciones emplean para su desarrollo las funciones de 
tensión de Airy y de Love, por lo que se recomienda al lector estudiar con detenimiento 
las secciones 5.7 y 6.12 antes de proseguir. 
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6.13.1. Cálculo de los discos y arandelas de sección constante sujetos 
a un estado de tensiones axisimétrico 


Los discos y arandelas de sección constante son componentes mecánicos esenciales, ya 
que aparecen con frecuencia como rodamientos, ejes de transmisión de los carros, llan- 
tas, discos de freno, turbinas, tuberías, etc.; luego, es necesario calcular en estos sólidos 
sus desplazamientos, deformaciones y esfuerzos. Este análisis se complica debido a la fal- 
ta de simetría axial de las cargas y a que muchos de estos componentes presentan huecos, 
salientes o baches en su superficie. 

A continuación, analizaremos un caso simplificado asumiendo estas hipótesis: 


» La sección transversal del disco/cilindro, no varía ni con el ángulo 0 ni en la direc- 
ción z. 


» Se considera un material elástico, lineal y homogéneo. 


+ No se considera la acción de la gravedad y, por lo tanto, el peso propio del disco/ 
cilindro se desprecia. 


La carga aplicada no varía ni con el ángulo 6 ni en la dirección z. 


+ Las deformaciones a las que está sujeto el disco/cilindro son pequeñas. 


+ Se supone que el disco/cilindro está rotando sobre el eje za una velocidad angular 
constante w. 


Estas hipótesis son bastante restrictivas; no obstante, cubren muchos casos prácticos 
como, por ejemplo, el de ejes, anillos y discos que rotan a una velocidad constante, o 
incluso el de tuberías que contienen fluidos a presión. 

Consideremos un anillo*? como el mostrado en la figura 6.9, el cual tiene un espesor 
f. Tenga en cuenta que un anillo difiere de una tajada de cilindro por dos factores: el pri- 
mero es la presencia de esfuerzos 0, constantes, que pueden estar presentes en la tubería, 
y que estarían ubicados en la dirección perpendicular a la figura; el segundo es que, en 
el caso de tensión plana (como en el caso del anillo), los desplazamientos w solo son 
función de z, esto es w(r,0,z) = w(z), mientras que en el caso de deformación plana 
(como en el caso de una tubería o cilindro) w(r, 0,z) = 0. 

Observe que este disco satisface el caso 3 descrito en la sección 6.5.1, es decir, ejempli- 
fica la conjunción de los casos polar y axisimétrico; por tal motivo, satisface la ecuación 
diferencial de equilibrio (6.36), teniendo en cuenta que en este caso, la fuerza másica b, 
corresponde a la fuerza centrífuga”! en el disco, la cual está dada por b, = pw?r, donde 
p es la masa por unidad de volumen del material. De ahí que, los esfuerzos en la tajada 
satisfacen la ecuación diferencial: 


do,  0,- 0% 
+ 
dr 
El análisis para un cilindro se deja como ejercicio al lector. 
Puede repasar el concepto de fuerza centrífuga en https://es.wikipedia.org/wiki/Fuerza_centrífuga. 


+ pw?r=0; (6.62) 
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Fe 


Figura 6.9. Anillo con radio interior r; y exterior 
r¿ Sujeto a presiones interiores p; y exteriores po. 


por otro lado, al eliminar la dependencia en 0 y z, las deformaciones en el disco se pueden 
expresar a partir de las ecuaciones (6.44) por 


_ du,(r) _ ur) Ñ 
e, (1) = de gp(r) = a ez(r)=0 (6.63) 


Yralr) =0 Yra(r) =0 Yozl[r) =0, 


Con el objetivo de resolver la ecuación diferencial (6.62), expresaremos dicha fórmula en 
términos de desplazamientos, por lo que es necesario reemplazar en ella las expresiones 
asociadas a 0, y 09, estimadas por la ley de Hooke. Por lo tanto, en el caso del disco, es ne- 
cesario reemplazar aquellas fórmulas correspondientes al caso de tensión plana (6.47). 
En consecuencia, en el caso del disco resulta: 
9, tensión plana 0, tensión plana 04, tensión plana 
AAA, 


l - (ya) DAA A 


E + pw*r =0, 
dr M- v? "4 P 


y, al reemplazar en dicha ecuación las deformaciones (6.63), obtenemos: 


d ES Ñ ¿00) (E +0) > (20 + e) 
dr dr r 


r 


Si analizáramos un cilindro o tubería en vez de un disco, se utilizaría la ley de Hooke para deforma- 
ción plana. 
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Simplificando se sigue la ecuación diferencial de equilibrio del disco en términos de 
desplazamientos, la cual a su vez es la ecuación de Cauchy-Navier para el caso conjunto 
de coordenadas polares-axisimétricas (caso 3 referido en la sección 6.5.1) cuando se tiene 
tensión plana: 


2 


dr? dr 


Esta fórmula hace parte de una familia de ecuaciones conocidas como las ecuaciones 
diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler; es importante mencionar este aspecto, ya que 
ellas tienen un método especial de solución, el cual se puede encontrar en cualquier li- 
bro de ecuaciones diferenciales o incluso en Wikipedia.** La fórmula anterior se puede 
resolver fácilmente mediante el comando de Maxima ode2, utilizando el siguiente pro- 
grama: 


/x Se especifica que ur es una función de r y t x/ 
depends(ur, [r, t1)$ 


/* Las deformaciones, ecuación (6.63) x/ 
er : diff(ur, r)$ 
et : ur/r$ 


/* Ley de Hooke para tensión plana, ecuación (6.47) x/ 
sr: (E/(1 - nuf2))x(er + nuxet)$ 
st : (E/(1 - nu?2))*(et + nuxer)$ 


/* Se especifica la ecuación diferencial de equilibrio, ecuación (6.62) */ 
eq : expand(diff(sr,r) + (sr - st)/r + rho*omega"2xr = 0)$ 


/* El comando ode2() resuelve la ecuación diferencial ordinaria de segundo x/ 
/x* orden "eq", teniendo en cuenta que "ur" es la variable dependiente y */ 
/* que "r" es la variable independiente x/ 

sol : ode2(eq, ur, r); 


siendo la solución: 
C) 1=- y? 2,3 
u,(r) = Cir + - pur”. (6.64) 
r SE 
Para encontrar las constantes de integración C, y C,, debemos tener en cuenta las 
condiciones de frontera. En particular, analizaremos los siguientes casos: 


1. El disco está sujeto a unas presiones p; y p. en su radio interior y exterior, respec- 
tivamente (figura 6.9). 


2. El disco no cuenta con un hueco interior y solo está sujeto a una presión p.¿ en su 
perímetro. 


$3 El lector interesado puede consultar las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Euler en https://en. 


wikipedia.org/wiki/Cauchy-Euler_equation. 
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Caso 1 


Consideremos primero el caso de un disco sujeto a unas presiones p; y p. en su radio 
interior y exterior, respectivamente. En este caso, las condiciones de frontera son: 


0,(r;) =-P; O,(r,) = Pe. (6.65) 


Aquí los signos menos se utilizan para hacer énfasis en que las presiones aplicadas son 
compresiones de magnitud p; y p., respectivamente. 
Utilizando el siguiente código: 


¡| /x* Desplazamiento radial en el disco, ecuación (6.64) x*/ 
2 ur : Clxr + C2/r - ((1-nu“2)/(8xE))*(rhoxromega"2x*r"3)$ 
3 

al/x Las deformaciones, ecuación (6.63) x*/ 

ser : diff(ur,r); 

set : ur/r; 

Zi 

s|/* Ley de Hooke para tensión plana, ecuación (6.47) x*/ 
9sr : (E/(1 - nu?2))x*(er + nuxet); 

1 st : (E/(1 - nuf2))x(et + nuxer); 


v|/x Se encuentran C1 y C2 usando las condiciones de frontera (6.65) +/ 
¡sol : solve([ev(sr, r=r_i)=-p_i, ev(sr, r=r_e)=-p_el, [C1, C2]); 


encontramos que las constantes de integración son 


e (1-9 SpA PA) Vpatlr-1)) 


8(1?-r)E 
(1+ v)rer7 (8 (pe— pi) +(3+ v)pwAr; — 12) 
C) = , 
8 (1-12) E 


que las deformaciones en el disco estarán dadas por 


=p 2y2 = q 2y2 
C>  3(1-v?) po?r O EE 1) pat 
E 8E 1? SE 


er(r) = C; - 


y los esfuerzos por 


E C) E 3+v E C) E 1+3v 2.2 
= pur”. 


ar) =0 -+ - e ori =C -+ 
e Ay Y 1l+v 8 poa ar) Ay RR ley 8 


En el código anterior hemos hecho uso del comando de Maxima ev, que sirve para 
evaluar una expresión para un valor dado de una variable. Por ejemplo, consideremos 
la función x > f(x). Si queremos evaluar f en el punto xp, o sea, f(xo), escribimos en 
Maxima ev(f,x=x0). 
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En el caso particular en el que la velocidad angular w del disco sea cero, las constantes 
anteriores se reducen a 


2 2 
_1-v Pir¡- Pero C _l+v riri(pi- Pe) 
= a 

E r -ri E nn” 


C; 


de ahí que los esfuerzos al interior del disco estarían dados por 


Aa aa =D. 
do) E (Pepi) 


E En ie y? (r e e) (6.66a) 
AA 

d(r) = AER (6.66b) 

mada) =0, (6.66c) 


Observe que la distribución de esfuerzos (6.66) es independiente de 0 y que si las 
presiones interiores y externas son iguales, esto es p; = p, = p, se obtiene una distribu- 
ción de esfuerzos igual a — p en todos los puntos de dicho disco y en todas las direcciones 
de su plano (¿podría dar detalles al respecto?). 

Finalmente, si la velocidad angular w del disco es cero, el desplazamiento radial de 
la arandela estaría dado por 


1 


ae (a =v) (piri - per?) r + - (1 +v) (p;- Pe) rr?) i (6.67) 


(5=1DE 


Caso 2 


Consideremos ahora el caso de un disco que no cuenta con un hueco interior y que está 
sujeto a una presión p. en su perímetro. En este caso, en el eje del disco (r = 0) no existen 
desplazamientos y, por lo tanto, las condiciones de frontera se convierten en 


u,(0) =0 (6.68a) 
0, (1) =-Pe. (6.68b) 
A partir de la ecuación (6.64), y usando la condición de frontera (6.68a), es obvio que en 


este caso C, = 0, porque de lo contrario tendríamos desplazamientos infinitos u, para 
r = 0, lo cual es físicamente imposible. Ahora, valiéndonos del siguiente código: 


/* Desplazamiento radial en el disco, ecuación (6.64) para C2=0 x*/ 
ur : Clxr - ((1-nu“2)/(8xE))x*(rhox*omega"2*r"3)$ 


/* Las deformaciones, ecuación (6.63) x*/ 


er : diff(ur, r); 
et : ur/r; 
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/* Ley de Hooke para tensión plana, ecuación (6.47) x/ 
sr : (E/(1 - nu?2))x(er + nuxet); 
st : (E/(1 - nuf2))x(et + nuxer); 


/x* Se encuentra C1 teniendo en cuenta la condición de frontera (6.68b) +/ 
sol : solve(ev(sr, r=r_e)=-p._e, C1); 


encontramos que 
8(1- v)p. + pw?r? (v? +2v- 3) 
Ñ SE 
que las deformaciones en el disco estarán dadas por 
3 (1- 1?) pu?r? 
SE 


C¡ = 


(1 - 12) pa?r? 
SE 


er(r) = C¡ - eg(r) = C¡ - : 


y los esfuerzos por 


E 3+V a 


EA E 1+3v na 
1-y 8 


Wwér 
l-y 8 P 


olrj= Es do(r) =C; 


En el caso particular en el que la velocidad angular w del disco sea cero, la constante 
C;, se vuelve: 


En otras palabras, se obtiene una distribución igual de esfuerzos normales a compresión 
de magnitud p. en todos los puntos de dicho disco y en todas las direcciones de su plano. 


Ejemplo 6.3. Ajuste a presión entre anillos 


Se tienen dos anillos circulares con las propiedades especificadas en la tabla 6.1. 


Tabla 6.1. Propiedades de los anillos referidos en el ejemplo 6.3 


E Radio Radio Módulo de Coeficiente de 
Anillo : : A eee : 
interior exterior elasticidad Poisson 
1 ri =100mm 7. =150 mm E, = 70 GPa Y, = 0.33 
2 ri =50mm  r.=100.2mm  E,=190 GPa v, = 0.30 


Supongamos que el anillo 1 se calienta de modo tal que el anillo 2 se coloca dentro 
de este y, tras enfriarse, ambos anillos quedan encajados formando un único elemento, 
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Ensamblaje Anillo 2 
- Anillo 1 
(a) 


Figura 6.10. El anillo 1 se calienta de modo tal que el anillo 2 se coloca dentro de este y, 
tras enfriarse, ambos quedan encajados formando un único elemento. Aquí (a) muestra un 
corte lateral y diametral de ambos anillos y (b) y (c) ilustran, respectivamente, los anillos 1 

y 2. Observe que re > 1;1, de modo tal que la interferencia entre los anillos es 
A = Tez — ri1. La presión p es la que aparece por el contacto entre ambos anillos. 


como se ilustra en la figura 6.10. Adicionalmente, al anillo 2 se le aplica una presión 
interior de p;z = 20 MPa y al anillo 1 una presión exterior de p., = 8 MPa. Se solicita 
calcular la presión de contacto p existente entre ambos anillos y los esfuerzos radiales 
y tangenciales máximos en cada uno de ellos tras el enfriamiento. 


Solución 


Cuando el anillo 1 se enfría, este debe respetar el diámetro del anillo 2 y su deformación, 
de modo que el desplazamiento radial del radio interior del anillo 1 u,(r;,) debe ser igual 
a la interferencia entre los anillos A más el desplazamiento radial del anillo 2 en su radio 
exterior u,(r.,); en consecuencia, 


aid CET) = A+ e. (6.69) 


Adicionalmente, debe tenerse en cuenta que la presión de contacto p entre los anillos es 
la misma que soporta el anillo 1 en su radio interior y el anillo 2 en su radio exterior, esto 


es, P= Pi = Pez: 


Con la ayuda del siguiente código de Maxima, calculamos dicha presión de contacto: 


1/* Presiones aplicadas a ambos anillos */ 
2 pel : 8e6$ /x [Pa] */ 

3hpil : p$ /x p = presión de contacto x/ 
4 pe2 : p$ /x p = presión de contacto x/ 
sipi2 : 20e6$ /x* [Pa] */ 

6 

7 


/x* Geometría y propiedades del material de los anillos 1 y 2: */ 
s|/x [m] [m] [Pa] los y 
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ril : 0.1005 rel : 0.1505 El : 70€e9$ nul : 0.33$ 
ri2 : 0.0505 re2 : 0.1002$ E2 : 190€e9$ nu2 : 0.30$ 


/* Delta es la interferencia, es decir, la diferencia entre radios x*/ 
Delta : re2 - ril$ 


/* Desplazamiento radial ur de un anillo, ecuación (6.67) x/ 
ur : 1/((re?2 - ri?2)*E)*((1-nu)*(pixri?2 - pexre?2)xr 
+ (1/r)x*(1+nu)*(pi - pe)*ri"2x*re"2)$ 


/* Se particulariza el desplazamiento radial ur para cada anillo x/ 
url : ur, r=ril, ri=ril, re=rel, pi=pil, pe=pel, E=El, nu=nul1$ /x anillo 1 x/ 
ur2 : ur, r=re2, ri=ri2, re=re2, pi=pi2, pe=pe2, E=E2, nu=nu2$ /x anillo 2 */ 


/* Relación de desplazamientos entre anillos y se encuentra la presión p x/ 
sol : solve(ev(url,r=ri1) = Delta + ev(ur2,r=re2), p)$ /* ecuación (6.69) x/ 


/* La solución calculada se convierte en un número flotante */ 
sol, numer; 


por lo que el resultado de la ejecución del código que la presión de contacto p entre 
ambos anillos es 50.5928 MPa. 

Con esta presión de contacto p podemos ahora proceder a calcular la variación de 
los esfuerzos radiales y tangenciales en el interior de cada anillo. Para tal fin, se empleó 
el siguiente código de Matlab: 


% Geometría del anillo 1 

ril = 0.100; % [m] radio interior 
rel = 0.150; % [m] radio exterior 
rl = linspace(ril, rel, 100); 


% Geometría del anillo 2 

ri2 = 0.050; % [m] radio interior 
re2 = 0.1002; % [m] radio exterior 
r2 = linspace(ri2, re2, 100); 


% Presión de contacto entre anillos 


p = 50.5928e6; % [Pa] 

% Presiones aplicadas al anillo 1 

pel = 8e6; % [Pa] 

pil =p; % [Pa] p = presión de contacto 


% Presiones aplicadas al anillo 2 
pe2 =p; % [Pa] p = presión de contacto 
pi2 = 20€e6; % [Pa] 


% Se crean las funciones para calcular los esfuerzos radiales y tangenciales 
sr=Q(r, ri, pi, re, pe) (pixri"2 - pexre?"2)/(re?2 - ri?2) ... 

+ mire t2s(pe - pi). 2 (reó2 - ri92)); % ec. (6.664) 
st =Q(r, ri, pi, re, pe) (pixri"2 - pexre?2)/(re?2 - ri?2) 


Ss) 
o) 
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Figura 6.11. Esfuerzo radial y esfuerzo tangencial para el conjunto de dos anillos acoplados. 


- ri2*re"2*(pe - pi)./(r."2x(re"2 - ri”2)); % ec. (6.66b) 


% Se calculan los esfuerzos radiales y tangenciales para cada anillo 


srl 
stl 
sr2 
st2 


= sr(r1, ril, pil, rel, pel); 
st(r1, ril, pil, rel, pel); 
sr(r2, ri2, pi2, re2, pe2); 
st(r2, ri2, pi2, re2, pe2); 


% Se grafican los esfuerzos 

figure 

subplot(2,1,1); dibujar_esf('1sigma_r(r)”, Fl, Srl, 12, 82). 
subplot(2,1,2); dibujar_esf('1sigma_Ytheta(r)*, rl, stl, r2, st2); 


% Función para graficar los esfuerzos 
% Los radios deben estar dados en metros y los esfuerzos en pascales 
function dibujar_esf(titulo, rl_m, esf1_Pa, r2_m, esf2_Pa) 


end 


plot(1000*r1_m, esf1_Pa/le6, '--*) % raya-raya 
hold on 
plot(1000*r2_m, esf2_Pa/le6, '-') % raya 


xlabel ('r_[mm]”) 

ylabel ([titulo, * MPa']) 

legend('Anillo_1', 'Anillo_2', 'Location','Best') 
grid on 


El resultado de la ejecución de este código es la figura 6.11. Aquí el operador € de las líneas 
23 y 25 se utiliza para crear una función en línea o identificador de función, similar a 
lo que hace el comando := de Maxima o al comando lambda de Python. Observe que 
el esfuerzo o, toma, respectivamente, los valores de -20 MPa, -50.59 MPa y -8 MPa 
para r igual a 50 mm, 100 mm y 150 mm, esfuerzos que corresponden a los valores de la 
presión interior en el anillo 2, a la presión de contacto y a la presión exterior en el anillo 1. 
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Observe que la presión de contacto, que ocurre en la interfaz entre los anillos 1 y 2, es 
el máximo esfuerzo a compresión o, que se presenta en el conjunto de anillos. Por otro 
lado, el esfuerzo og es a tracción en el anillo 1 y es a compresión en el anillo 2 (¿por qué?); 
observe que este esfuerzo no es continuo entre anillos. 

Por último, es conveniente mencionar que este procedimiento de ajuste entre anillos 
es muy común en la fabricación de máquinas. Se remite al lector a https://es.wikipedia. 
org/wiki/Interferencia_eje-agujero para mayor información sobre esta técnica de ensam- 


blaje. 


6.13.2. El problema de Kirsch: concentración de esfuerzos alrededor 
de huecos circulares 


A continuación, estudiaremos el problema de concentración de esfuerzos alrededor de 
huecos circulares en láminas, el cual fue resuelto por el matemático e ingeniero mecá- 
nico alemán Ernst Gustav Kirsch (1841-1901) en 1898. Este problema es de gran impor- 
tancia práctica, ya que aborda la concentración de esfuerzos que se producen en una 
lámina, por ejemplo, cuando existen huecos por problemas constructivos, cuando se ex- 
traen núcleos de concreto de una estructura, cuando se analizan las ventanas de un avión, 
cuando se taladra, etc.; adicionalmente, la generalización de este problema a elipses per- 
mite estudiar el problema de grietas en estructuras. Si bien la placa que analizaremos se 
considerará de un tamaño infinito, veremos que los esfuerzos se disiparán rápidamente, 
por lo que, en virtud del principio de Saint-Venant, los resultados aproximarán adecua- 
damente el comportamiento de láminas en las cuales la distancia borde lámina-hueco 
sea mayor que cinco veces el radio de la perforación. 

Considere una lámina como la mostrada en la figura 6.12, la cual tiene en su inte- 
rior un hueco circular de radio r, = a y está sometida al estado de esfuerzos uniformes 
mostrado. Es de esperar que alrededor de este hueco exista una gran concentración de 
esfuerzos; sin embargo, dichos esfuerzos se disiparán a medida que la distancia aumente 
de modo que, para un radio r, mucho más grande que el de la perforación (r, > a, prefe- 
riblemente tomando r, tendiendo al infinito), los esfuerzos en un punto se aproximarían 
como 0, = Sy, 0y = 0 y Ty, = 0. Las ecuaciones (6.27a), (6.27b) y (6.27c) nos dicen que 
dicha condición de esfuerzos se representa en coordenadas polares como 


Sx Sz 20 
lira) Sicotb = ES ye EE 


2 
Sx Sz 20 
g0(re, 9) = Sz sin? = EA == 5 


Sx 
Tal 0) No sin 20. 
Observe que dicha condición de esfuerzos se puede escribir como la suma de las dos 
condiciones de esfuerzos siguientes: 
* Sy * Sy * 
a (ra 0)= E o (fa 0)= 2 Trial re, 0) =0 (6.70a) 
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S,cos20 
2 


S, cos 20 
2 


¿sin 2 
ritr0) EL, (6.70b) 


o; *(r,, 0) = 05 (re 0)= 
de modo que, por ejemplo, 0,(r., 0) = 0; (r., 0) + 0;*(r., 0). 

Por un lado, la condición de esfuerzos (6.70a) no depende ni de r ni de 0, es decir, 
es una condición de esfuerzo constante, por lo que podríamos utilizar los resultados 
deducidos en la sección 6.13.1 para el análisis de arandelas sujetas a un estado de esfuer- 
zos axisimétricos; de este modo, con las ecuaciones (6.66) se podrá estimar el estado de 


esfuerzos al interior de la lámina 


ri: a$ /* Radio interior x/ 
pi: 0$ /* Esfuerzo aplicado en el radio interior x/ 
pe : -Sx/2$ /x Esfuerzo aplicado en el radio exterior x/ 


/* Se calculan los esfuerzos en la placa, ecuación (6.66) */ 

sr: (pixri?2-pexre?2)/(re"2-ri22) + (ri"2*re"2x*(pe-pi))/(r?2*(re"2-ri72)); 
st : (pixri?2-pexre?2)/(re?2-ri72) - (ri2x*re"2x*(pe-pi))/(r?2x*(re"2-ri?2)); 
re 3 (0 


y, asumiendo que el radio r, es muy grande (en otras palabras, haciéndolo tender a infi- 
nito), 


/x Se toma el límite cuando el radio exterior tiende a infinito */ 
srzastl : expand(limit(sr, re, inf)); 

st_ast1l : expand(limit(st, re, inf)); 

trt_astl : 0; 


Figura 6.12. Placa con un hueco circular central de 
radio r; = a sometida a un estado de esfuerzos uniaxial 
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obtenemos que los esfuerzos al interior de la lámina, producidos por la condición de 
carga (6.70a), están dados por 


2 2 
ao (1-5)  am- EE) ria(r0)=0. (670) 


Tenga en cuenta que, en la deducción de las ecuaciones (6.66), se modelaron las com- 
presiones aplicadas p; y p. como números positivos; por tanto, fue necesario colocar el 
menos en la línea 3, ya que el esfuerzo aplicado S,./2 es uno a tracción. Por otro lado, no- 
te que el estado de esfuerzos 0; (r, 0) evaluado para un radio r = r., que tiende a infinito, 
es igual a S,/2 como se había solicitado en la segunda de las ecuaciones (6.70a). 

Por otra parte, Kirsch observó que la función de tensión de Airy (r, 0) = f(r)cos20 
permite modelar las condiciones de esfuerzos (6.70b). Al sustituir dicha función de ten- 
sión de Airy en el biarmónico (6.56), observamos que esta se convierte en una ecuación 
diferencial con coeficientes variables, la cual se puede resolver fácilmente utilizando la 
transformada de Laplace si se emplea el cambio de variables r = e*, o alternativamente, 
¿ = 1n(r); se obtiene entonces que la solución general del biarmónico requiere que f(r) 
tenga la forma: 


C 
f(r) = Ar? + Br* + 7 D; (6.72) 


dicha comprobación se deja como ejercicio al lector (ver ejercicio propuesto 28.). Ob- 
serve que la función de tensión de Airy propuesta toma, respectivamente, los términos 
asociados a A», C>, B, y D, correspondientes a la solución de Michell (6.58). 

Por lo tanto, podemos proceder a estimar los esfuerzos 0;*, 0¿* y 1? al interior del 
sólido como función de las constantes A, B, C, y D, empleando las ecuaciones (6.55) y 
el siguiente código de Maxima: 


/* Se define la función de tensión de Airy x/ 
f : Axr?2 + Bxr"4 + C/r72 + D$ 
phi : fxcos(2xt)$ 


/* Se define el laplaciano en coordenadas polares, ecuación (6.4) */ 
lapl(g) := diff(g,r,2) + (1/r)*diff(g,r) + (1/r?2)*diff(g,t,2)$ 


/* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Airy *x/ 
bphi : factor(lapl(lapl(phi))); /* bphi valdrá cero x*/ 


/x Y se verifica que el biarmónico se satisfaga */ 
if bphi = O then 

print("El biarmónico, se, satisface") /x* esto es lo que se imprimirá x*/ 
else 

print("El biarmónico,NO_se satisface")$ 


/* Se estiman los esfuerzos con la función de tensión de Airy, ecs. (6.55) x/ 
sr : factor((1/r)*diff(phi,r) + (1/r?2)*diff(phi,t,2)); 

st : factor(diff(phi,r,2)); 

trt : factor((1/r?2)*diff(phi,t) - (1/r)*«diff(phi, r,1, t,1)); 
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obteniendo como resultado: 


6C€ 4D 
o, (r,0) =- (24+ pr + Ez )e0s20 
** 2 6C 
0 (r,0)= |2A4+12Br a cos 20 (6.73) 


6C 2D 
Trip (r,0) = (24+ 6Br? — E >) sin 20. 


Si se evalúan dichos esfuerzos para un radio r = r, y se igualan con la condición de 
esfuerzos (6.70b), aparece un sistema de cuatro ecuaciones con las cuatro incógnitas A, 


B, C, y D; el valor de dichas constantes se puede determinar con el siguiente código de 
Maxima: 


331 /* Condición de esfuerzos dada por las ecuaciones (6.70b) x/ 

34 sr_ast2_re : Sxx*cos(2xt)/25$ 

3as|st_ast2_re : -Sxx*cos(2xt)/2$ 

36/ trt_ast2_re : -Sxx*sin(2xt)/2$ 

37 

as /* Se plantea y resuelve el sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas */ 
39| solve ( [ 


40 ev(sr, r=a) =0, 
41 ev(sr, r=re) = sr_ast2_re, 
42 ev(trt, r=a) =0, 
43 ev(trt, r=re) = trt_ast2_re 


441], [A, B, C, D1)$ 


145 /* Se toma el límite cuando el radio exterior tiende a infinito */ 
a«1/sol : limit(%, re, inf); 


encontrando que 


4 2 
Ao B=0 Us JS pots 
4 4 2 


al reemplazar estas constantes en (6.73)** 


as|/x* Se reemplazan las constantes "sol" en (6.73) x*/ 
sw srzast2 : sr, sol, ratsimp; 
s|st_ast2 : st, sol, ratsimp; 
s|trtzast2 : trt, sol, ratsimp; 


se obtiene 
o, *(r,0)= $ ( - PE - 35) cos 20 
j 2 E 
o (1,0) SA (1+3%)cos20 (6.74) 
2 y* 
(rn, 0) =-% (1+25 -3%)sin20; 


8% El comando de Maxima ratsimp simplifica las expresiones y todas sus subexpresiones, incluyendo 


los argumentos de funciones no racionales. 
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observe que el estado de esfuerzos 0¿*(r, 0) evaluado para un radio r = r., que tien- 
de a infinito, es igual a — Sxcos28 
nes (6.70b). 

Finalmente, en virtud del principio de superposición, podemos sumar ambas res- 


puestas (6.71) y (6.74): 


como se había solicitado en la segunda de las ecuacio- 


/* Se suman las soluciones aplicando el principio de superposición x/ 
sr : sr_astl +sr_ast2, factor; 
st : stastl +st_ast2, factor; 
trt : trt_astl + trt_ast2, factor; 


para obtener la distribución de esfuerzos buscada: 


a? A 
[1- 23 SÍ (1-45 Sr 3%) 00520] 


2 4 
[+ = = (1+35)c0s20| (6.75) 
r Ñ 


4 


Se a 
Tra r,0) = — , (1225 a 


)sin 20; 


estas se conocen como las ecuaciones de Kirsch. Note que dichos esfuerzos normales o, 
y 04 son simétricos con respecto a los ejes x y y; esto se debe al hecho de que cos(20) = 
cos(-20). Por otro lado, los esfuerzos cortantes T,g son antisimétricos con respecto al 
origen de coordenadas, ya que sin(20) = - sin(-20). 

En la figura 6.13 aparece el gráfico de la función og(r, 0). Observemos la gran con- 
centración de esfuerzos para O = 90” y O = 270”. De hecho, si calculamos la distribución 
de esfuerzos justo en el borde del hueco (para r = a) resulta: 


o,(a,0)=0 
ve(a, 0) = (1-2cos20)S, (6.76) 
T,9(a, 9) =0. 


A estos esfuerzos se les conoce como esfuerzos del aro (hoop stresses en inglés). Al graficar 
en la figura 6.14 la función og(a, 0), confirmamos que 0y(a, O) es máximo para O = 902 
y 2707, tomando un valor de 3S,; se dice entonces que el factor de concentración del 
esfuerzo (stress concentration factor en inglés) es 3. Lo anterior cobra gran importancia 
práctica, ya que el hecho de tener un agujero circular en la lámina ¡aumenta los esfuerzos 
normales en ella tres veces en comparación a una lámina sin hueco! Por otra parte, para 
9 = 0? y 180* se tiene que oy(a, 0) = —S,. En caso de ser necesario, la concentración 
de esfuerzos se podría reducir utilizando anillos de refuerzo alrededor del hueco. Tenga 
en cuenta que estos resultados son independientes del radio del hueco a, y esto está 
relacionado con el hecho de que la lámina es infinitamente grande, por lo que el tamaño 
del hueco es irrelevante en el cálculo. 
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Por otro lado, al asumir en la ecuación (6.75) que O = 90", resulta: 


' (a. al 
O; (r,90 ) = (5 = 2) (6.774) 
e ld 
0 (r,90*) = ex (55 dd 2) (6.77b) 
tro (1,90%) =0; (6.770) 


en la figura 6.15 se muestra el gráfico de o, (r, 90%) y dg(r, 90%). Observe que o, (r, 909) 
alcanza su máximo, que es 35,/8, cuando r = y2a y que los esfuerzos og(r, 90?) se 


ia normalizados 0, (r, 0)/Sx Poet normalizados og(r, 0)/S,. 
3 
+ 08 = 25 
x = 
e) o 2 
Y 06 Y 15 
= 3 
= 0 30 1 
E 04 E 0.5 
a a 
E de 0 
¡D) Uv = 
e ó a. 0.5 
y e El 
e x ad (r/ e > be x da Es ay 
ii normalizados T,9(r, 0)/S, poa zos normalizados Tmáx(r, 0)/Sx 
a 06 =_ 1.4 
S Ss 
ES 04 5 1.2 
y 02 8 1 
S a 0.8 
E 0 0 E 0 " 
0.6 
al -02 3 
E a 0.4 
EN 204 > 
BR pod 0.2 
ER 0.6 E 
e de liado (r/ y > e x dad (r/ o 


Figura 6.13. Distribución de los esfuerzos 0, (r, 0), og(r, 0), T,9[r, 0) y Tmáx(r, 0) 
normalizados por S,.. Aquí, los ejes x y y representan las distancias normalizadas en 
función del radio del hueco, por lo que este aparece en el gráfico con un radio 
normalizado igual a 1. Observe que og(r, 0) varía entre -Sy y 3S,, de acuerdo con 
lo explicado en el texto. Se sugiere comparar el gráfico de Táx(r, 9) con una 
fotografía del mismo experimento realizada mediante el método fotoelástico. Para tal 
fin, busque en internet imágenes con las palabras clave “photoelasticity hole”. 
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disipan rápidamente a medida que nos alejamos del hueco; de hecho, a 3 veces el radio del 
hueco, se tiene que dichos esfuerzos son 1.074 veces S, y a 5 veces el radio, 04 = 1.0225,,, 
esto es, la discrepancia con S, es de apenas el 2.2%. Esto justifica el suponer que *r es 
infinito” cuando r > 5a y nos muestra que el efecto del hueco es de carácter local. 

A continuación, deduciremos las ecuaciones para una placa sometida a un estado de 
esfuerzos 0y = Sy, 0y = Sy Y Txy = T,y, como se muestra en la figura 6.16; para tal fin se 
utilizará el principio de superposición, encontrando primero las ecuaciones asociadas 
al estado de esfuerzo normal puro en la dirección y (caso b) y luego aquellas asociadas 


og(a,0) 
Sx 


90 3 


seta) 9) 


Variación de con O vara dión de 


con O 


0 100 200 300 


Figura 6.14. Variación de % E 2 con O; aquí se muestra a la izquierda 
la representación polar y a la derecha la misma función en el plano cartesiano. 
Observe que el esfuerzo 0g(a, 0) es máximo e igual a 35, para O = +90%, nulo 
para 0 = +30” y +150* y mínimo e igual a -S, para O = 0* y O = 180. 


Variación de aan gra 


con r  VAracIón de con r 


1 z 3 4 5 1 2 3 4 5 
Distancia normalizada r/a Distancia normalizada r/a 


Figura 6.15. Variación de O (izquierda) y 2o(r.90*) (derecha) con la distancia 
normalizada r/a. De la gráfica de la derecha poemas observar que los esfuerzos 
o9(r, 907) se disipan rápidamente, es decir, tienden a S, a medida que r/a aumenta. 
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al estado de esfuerzo cortante puro (caso c); finalmente, sumaremos los esfuerzos para 
las tres condiciones de carga. 

Es preciso tener presente que los esfuerzos 0, (r, 0), og(r, 0) y T,9(r, 0) asociados al 
caso (a) están dados por las ecuaciones (6.75): 


s|/* Caso a: estado de esfuerzos sigma_x = Sx */ 
571 Sr_SX ES 
58 SE_SX sito 
59 USA tas 


Para encontrar las ecuaciones del caso (b), basta con rotar la placa 90” en sentido horario 
o antihorario indistintamente (en lo que resta de esta sección siempre giraremos la placa 
en sentido horario); por lo tanto, girando la placa 90” y la ayuda del siguiente código de 
Maxima: 


sol /* Caso b: estado de esfuerzos sigma_y=Sy, giro 90 sentido horario */ 
e srzSy : sr, Sx=Sy, t=t-%pi/2$ 
és st_Sy : st, Sx=Sy, t=t-%pi/2$ 
és trt_Sy : trt, Sx=Sy, t=t-%pi/2$ 


obtenemos que los estados de esfuerzo estarán dados por 
Sy a? ae e a 
lA 2) 21 a (1-45 +3%)cos2(9-90 ) 
5 a? a* : 
o9(r,0) = 2 [1+ 5 -(1435)c052(0-90 ) (6.78) 
S 2 4 
ro(r,0)=-2 (1225 -35)sin2(0- 90"); 


en este punto, se pregunta al lector: ¿por qué se escribió como ángulo 0-90" y no 0+90? 


Figura 6.16. Placa con un hueco circular central de radio r; = a, sometida a un estado de 
esfuerzos Ox = Sy, 0y = Sy y Txy = Txzy. En virtud del principio de superposición, este 
estado de esfuerzos se puede calcular como la suma de las respuestas a las diferentes 

condiciones de carga siguientes: caso (a) esfuerzo normal puro en la dirección x; caso 
(b) esfuerzo normal puro en la dirección y, y caso (c) esfuerzo cortante puro. 
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Recordemos que, según lo visto en la sección 4.3.2 e ilustrado en la figura 4.7, el 
estado de cortante puro se puede lograr empleando dos estados de esfuerzo normales, 
uno a tracción y otro a compresión. Para obtener las ecuaciones asociadas al caso (c), el 
cual es cortante puro, se deben rotar 45” en sentido horario las figuras 4.7a y 4.7c; así, 
utilizando el siguiente código de Maxima: 


sal /* Caso c: estado de esfuerzos tau_xy = Txy, el estado es la suma de los */ 
ss|/x* esfuerzos a 45” y a 135" x/ 

66 sr_45 sr, Sx=Txy, t=t-%pi/4$ 

67 st_45 : st, Sx=Txy, t=t-%pi/4$ 

ss trt45  : trt, Sx=Txy, t=t-%pi/4$ 


7o|sr_135 : sr, Sx=-Txy, t=t-3x%p 
nist_2135 : st, Sx=-Txy, t=t-3x*x%pi/4$ 
721trt_135 : trt, Sx=-Txy, t=t-3x%p 
7|sr_Txy : expand(sr_45 + sr_135); 


75 st_Txy  : expand(st_45 + st_135); 
76 trt_Txy : expand(trt_45 + trt_135); 


podremos estimar los esfuerzos para el estado de cortante puro como 
ae NY, 
0,(r,0) = T,y ( - 5 + 35) sin 20 
atv. 
dalr,0) = Ty, (1+35)sinz0 (6.79) 
a ae 
Tro(r,0) = Txy ( + 23 - 35) cos20. 


Finalmente, en virtud del principio de superposición, al sumar las ecuaciones (6.75), 
(6.78) y (6.79): 
771 /* Se suman los esfuerzos para los casos a, b y c */ 
78 sr_comp : expand(sr_Sx + sr_Sy + sr_Txy); 


73 st_comp : expand(st_Sx + st_Sy + st_Txy); 
so| trt_comp : expand(trt_Sx + trt_Sy + trt_Txy); 


obtenemos las ecuaciones buscadas: 


Si+S 2 7 =8 
Ss 20) CR En = 2 cos 20 + Toy sn20) 
2 r r r 2 


Sy+S Z A 
Salr, 0) = 2 (ile - 2 cos 20 + T, sin20 
2 ñ 2 ds 


0 de 
A E 
olr ) a a s 


Observe que, para r = a, los esfuerzos oy en el anillo interior son 
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sil /* Se calculan los esfuerzos en el anillo interior, para r=a */ 
s2| st_comp, r=a, factor; 


ga, 0) =S, +S,-2 (S, - $5) cos20 - 4 T,, sin20. 


Se deja como ejercicio al lector deducir que para un estado de esfuerzo cortante puro 
el factor de concentración del esfuerzo es de 4, estando los puntos críticos ubicados a 


0 = +45? y O = 4135". 


Por último, tenga en cuenta que los resultados deducidos en esta sección son para 
láminas que tienen un hueco vacío. Si en medio del hueco existiera, por ejemplo, un 


tornillo, los esfuerzos serían totalmente diferentes a los calculados aquí. 


Códigos de Matlab empleados para generar las gráficas asociadas al problema de 
Kirsch 


A continuación, se presentan los códigos de Matlab con los cuales se generaron las figu- 


ras 6.13, 6.14 y 6.15. 
La figura 6.13 se generó con el siguiente código: 


% Se definen las variables asociadas a la geometría y la posición 
1; % esfuerzo Sx unitario 
a =1; % radio a unitario 


un 
x 
! 


theta = linspace(0, 2x*pi, 361); 
rr_aa = linspace(1, 7.5, 100); 


el ángulo theta varía entre 0 y 2xpi 
distancia normalizada r/a 


e e 


[r_a,t] = meshgrid(rr_aa,theta); % puntos donde se hará el cálculo 

ar = 1./r_a; % ar quiere decir a/r 

[x, y] = pol2cart(t, r_a); % de coordenadas polares a cartesianas 
% Se calculan los esfuerzos sr, st y trt, ecuaciones (6.75) 

sr = (Sx/2)x(1 - a_r.%2) + (Sx/2)x*(1 - 4x*a_r.7"2 + 3xa_r."4).*xcos(2xt); 
st = (Sx/2)x(1 + a_r.?2) - (Sx/2)x*(1 + 3xa_r."%4).*cos(2xt); 


trt = -(Sx/2)x(1 + 2xa_r.72 - 3xa_r."4).*sin(2xt); 


% Los esfuerzos se convierten de coordenadas polares a rectangulares 
sx =sr.*cos(t).02 + st.x*sin(t).72 - trt.*sin(2xt): 

sy =sr.*sin(t)."2 + st.xcos(t)."2 + trt.*sin(2*t); % ecuaciones (6.28) 
txy = (sr - st).*sin(2xt)/2 + trt.*cos(2xt); 


% Se calcula el esfuerzo cortante máximo, ecuación (2.63) 
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).72 + txy.72); 


%% Se dibujan los esfuerzos 


figure; dibujar_esf('Ysigma_r(r,Xtheta)/S-x”, o Yp Sr) 
figure; dibujar_esf('1sigma_Ytheta(r,Xtheta)/S-x”, X, y, st) 
figure; dibujar_esf('1tau_(nithetaj(r,Mtheta)/S-x”, Xx, y, trt) 
figure; dibujar_esf('Ytau_(máx)(r,Mtheta)/S-x', X, y, tmax) 
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%% Función para graficar los esfuerzos 

function dibujar_esf(titulo, x, y, var) 
pcolor(x, y, var) se hace el gráfico de colores 
shading interp suavizar los colores 
colorbar colocar una barra de color 
colormap jet con los colores "jet" 
axis([-5 5 -5 5]) [xmin, xmax, ymin, ymax] 
axis equal % ejes iguales 


e 


se Je e 


se 


xlabel('Eje_x_normalizado_(r/a)”') % título del eje X 
ylabel('Eje y normalizado _(r/a)”') % título del eje Y 
title(['Esfuerzos normalizados _' titulo]) % título del gráfico 


end 


La figura 6.14 se generó con el siguiente código: 
Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario 


% Se grafica la ecuación (6.76) en representación polar 
figure 

theta = linspace(0,2*pi,361); 

polarplot(theta, (1 - 2x*cos(2x*theta))xSx) 
title('Variación, de _Asigma_Ytheta(a,1theta)/S-x_con_Mtheta”); 


% Se grafica la ecuación (6.76) en plano cartesiano 

figure 

theta = linspace(0,360,361); 

plot(theta, (1 - 2x*cosd(2xtheta))x*Sx) 
title('Variación de, Msigma_Ytheta(a,1Ytheta)/S_x_con_Mtheta'); 
xlabel ('1theta”); 

ylabel ('1sigma_Ytheta(a,1theta)/S-x'); 

grid on % se coloca una grilla 


La figura 6.15 se generó con el siguiente código: 


Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario 
ra = linspace(1, 5, 100); % r_a quiere decir r/a, distancia normalizada 
ar =1./r_a; % ar quiere decir a/r 


% Se grafica la ecuación (6.77a) 

figure 

plot(r_a, (3*Sx/2)*(a_r.?%2 - a_r."4)); 
title('Variación de Asigma_r(r,,_90%)/S_x_con,r'); 

xlabel ('Distancia_ normalizada _r/a'); 

ylabel ('Msigma_r(r,_90%)/S_x'); 

axis([0.9 5 0 0.4]) % se definen los ejes [xmin, xmax, ymin, ymax] 
grid on % se coloca una grilla 


% Se grafica la ecuación (6.77b) 

figure 

plot(r_a, (Sx/2)*(3x*a_r.%4 + a_r.%2 + 2)); 
title('Variación de Asigma_Ytheta(r, _90%)/S_x_con_r'); 
xlabel ('Distancia_ normalizada _r/a'); 


¡95 
(89) 
Ha 


N 


6.13. APLICACIONES 


ylabel ('1sigma_Ytheta(r,_90%)/S_x'); 
axis([0.9 5 1 3.1]) % se definen los ejes [xmin, xmax, ymin, ymax] 
grid on % se coloca una grilla 


6.13.3. El problema de Flamant: cargas distribuidas lineales en 
medios seminfinitos 


Un problema de gran importancia práctica es la estimación de esfuerzos, deformaciones 
y desplazamientos al interior de un espacio seminfinito sujeto a la acción de dos fuerzas 
distribuidas lineales P, y P, concentradas en el origen de coordenadas, como se muestra 
en la figura 6.17. Este se conoce como el problema de Flamant en honor al ingeniero civil 
francés Alfred-Aimé Flamant (1839-1915), quien lo solucionó en 1892. 

El problema de Flamant se puede resolver fácilmente utilizando la función de tensión 
de Airy dada por 


p(r, 0) = (Arlnr + Br9) cos 09 + (CrInr + DrO) sin 0; (6.80) 


observe que las constantes A, B, C y D corresponden, respectivamente, a los términos 
D,, Bj, H y F; de la solución de Michell (6.58). 

Al reemplazar la función de tensión (6.80) en (6.55) y con la ayuda del siguiente 
programa de Maxima: 


/x* Se define la función de tensión de Airy (6.80) x/ 
phi : (Axr*«*log(r) + Bx*rx*t)x*cos(t) + (Cxr*log(r) + Dx*r*t)x*sin(t)$ 


Figura 6.17. El problema de Flamant considera la distribución de esfuerzos, deformaciones 
y desplazamientos en un sólido seminfinito sujeto a la acción de unas fuerzas distribuidas 
lineales P, y P,. En el gráfico se observan dos conjuntos de ejes coordenados: el 
global x, y, z y el local x”, y”, z”, junto con el sistema de coordenadas polares r, O. 
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a|/x* Se define el laplaciano en coordenadas polares, ecuación (6.4) */ 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


1 


lapl(g) := diff(g,r,2) + (1/r)*diff(g,r) + (1/r?2)*diff(g,t,2)$ 


/* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Airy */ 
bphi : factor(lapl(lapl(phi))); /* bphi valdrá cero x*/ 


/x Se verifica que el biarmónico se satisfaga x/ 
if bphi = O then 

print("El biarmónico, se, satisface") /x* esto es lo que se imprimirá x*/ 
else 

print("El biarmónico NO se, satisface")$ 


/* Se estiman los esfuerzos con la función de tensión de Airy, ecs. (6.55) */ 
sr : factor((1/r)*diff(phi,r) + (1/r?2)*diff(phi,t,2)); 

st : factor(diff(phi,r,2)); 

trt : factor((1/r72)*diff(phi,t) - (1/r)*«diff(phi, r,1, t,1)); 


obtenemos: 
_1lop(r,0) 10*%p(r,0) 1 
ar 0)= a > -[(C=2B) sin 9 + (A+2D) cos 9] 
2 
de(r, 0) = 249) =S "sinó + Acos 9] (6.81) 
r r 
2 
cel 0)= Optt:0) Ma pe). *TAsin 0 - Ccosó]. 


r” 00 r 0r08  r 

Note que los esfuerzos quedaron expresados en función de las cuatro incógnitas A, 
B, C y D. Para encontrarlas, debemos plantear varias ecuaciones que nos permitan de- 
terminar dichas constantes; esto se hará a partir de las condiciones de frontera. Por un 
lado, se sabe que 0p(r,0) = og(r, Tr) = 0 y que t,p(r, 0) = T,9(r, 71) = O para todo r > 0. 
Con estas cuatro ecuaciones procedemos a encontrar el valor de las cuatro incógnitas A, 
B,C y D, así: 


/* Se plantean cuatro ecuaciones para encontrar cuatro incógnitas x/ 
sol_AC : solve([ ev(st,  t=0) = 0, 


ev(st, t=%pi) = 0, 
ev(trt, t=0) =0, 
ev(trt, t=%pi) = 0 ], [A, B, C, D]); 


siendo la salida de Maxima: 
solve: dependent equations eliminated: (2 4) 


(sol_AC) [[A=0, B=%r2, C=0, D=%r1]] 


Lo anterior quiere decir que las ecuaciones 2 y 4 (og(r,Tr) = 0 y T,9(r, 71) = 0, respecti- 
vamente) son redundantes, que A = C = 0 y que los valores de B y D no pudieron ser 
determinados. Así, al reemplazar A = C =0 en las ecuaciones (6.81), se reducen estas a 
2D 9 -2Bsin0 
E E E oo(r,0)=0 r.o(r,0) =0, (6.82) 


r 
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Figura 6.18. Diagrama de cuerpo libre sobre un sector semicircular de sólido en el 
problema de Flamant. Observe que las fuerzas que actúan en cualquier sector 
semicircular deben equilibrar las fuerzas concentradas aplicadas en el origen. Aquí el 
esfuerzo normal o, se descompuso en sus componentes horizontal o, cos O y 
vertical o, sin 9; recuerde, adicionalmente, que el diferencial de arco mostrado tiene 
una longitud r d6. Tenga en cuenta que las cargas P, y P, tienen dimensiones 
de fuerza sobre unidad de longitud. Se pregunta al lector: ¿por qué las flechas 
verdes MN tienen el sentido indicado y no se dibujaron en el sentido contrario? 


resultado que implica que el único esfuerzo existe en el medio seminfinito es 0,. 


Por otro lado, para encontrar B y D debemos plantear dos ecuaciones adicionales. 


Con la ayuda del diagrama del cuerpo libre del sector semicircular mostrado en la figu- 
ra 6.18, y al hacer equilibrio estático de fuerzas, podemos establecer que para todo r > 0: 


YF,=0 => P,+ ["0,(r,0)cosórd9=0 
a (6.83) 
E =O => Pr i o,(r, 0) sin Or d0 =0. 


Estas dos ecuaciones se pueden emplear para encontrar las constantes restantes, B y D, 
de la siguiente manera: 


/* Se escriben las ecuaciones para sr, st y trt con A=C=0 (ecs. (6.82)) */ 


sr 
st 
trt 


: (2xDxcos(t) - 2*Bxsin(t))/r$ 
: 0$ 
: 0$ 


/* Se emplean las ecuaciones (6.83) para encontrar las constantes B y D */ 
sol_BD : solve([ Px + integrate(srx*cos(t)xr, t, 0, %pi) = 0, 


Py + integrate(sr«sin(t)xr, t, 0, *%pi) = 0 ], [B, D]); 
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6. FORMULACIÓN DE LA TEORÍA DE LA ELASTICIDAD EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 


encontrando que B = P,/1 y D = —P,/7r. En consecuencia, la distribución de esfuer- 
zos (6.82) se vuelve: 


ala) 2, sin 0 + P,cos 0) oe(r,0)=0 T,9(r, 0) =0. (6.84) 


Esto quiere decir que no existen ni esfuerzos cortantes T,g ni normales dy en el medio 
seminfinito y que la carga aplicada se convierte, únicamente, en esfuerzos normales o, 
que disminuyen de forma inversamente proporcional con la distancia r. Cuando 0, + 0 
y 09 = T,g = O se dice que se tiene una distribución radial simple de esfuerzos. Observe 
que la distribución radial de esfuerzos (6.84) es singular** directamente en el punto de 
aplicación de la carga, esto es, en r = 0. En efecto, estamos aplicando una fuerza finita 
sobre una distancia infinitesimal, lo que conduce a esfuerzos infinitos; a medida que 
nos alejamos del punto de singularidad la distribución de esfuerzos se comporta como 
predicen las ecuaciones (6.84). Un resultado sorprendente es que los esfuerzos 0% y T,9 
son nulos incluso cuando P,, + 0; esta es una situación en la que la matemática desafía a 
la intuición. 

Supongamos que sobre el medio seminfinito únicamente está aplicada la carga verti- 
cal, ya que este es un caso muy usual en la práctica. Por consiguiente, al hacer P, = 0 las 
ecuaciones (6.84) se simplifican, de modo que 


2P 
ld) > sin 0 oe(r,0)=0 Tral[r,0)=0. (6.85) 


Empleando las ecuaciones (6.28) podemos reformular (6.85) en coordenadas rectan- 
gulares, así: 


/* Esfuerzos para una carga vertical Py (ecuaciones (6.85)) */ 


sr: -(2xPy*sin(t))/(%pix*r)$ 
st :0$ 
trt : 0$ 


/* Los esfuerzos se convierten de coordenadas polares a rectangulares */ 
sx : srxcos(t)"2 + stx*sin(t)"2 - trt«sin(2xt); 

sy : sr*sin(t)2 + stxcos(t)"2 + trtx*sin(2xt); /x*x ecuaciones (6.28) +/ 
txy : (sr - st)*sin(2*t)/2 + trt*cos(2xt); 


obteniendo: 
2P 2P,x? 
0, = 0,cos? 0 + og sin? O — 7,9 sin 20 = -—2 sin O cos? O = El 
Tr rx? + y?)? 


85 Sedice que una distribución de esfuerzos es singular cuando se vuelve infinita en un punto dado; sin 


embargo, lo que sucede en realidad es que el material entra en fluencia cerca de ese punto de singu- 
laridad, por lo que la teoría de la elasticidad no será válida en la vecindad del punto de aplicación de 
la carga. No obstante, una vez los esfuerzos se disipen y el material ya no esté en fluencia, la teoría 
de elasticidad y las fórmulas aquí deducidas sí serán válidas, en virtud del principio de Saint-Venant. 
Las singularidades se producen alrededor de cargas puntuales, apoyos puntuales, cargas lineales, es- 
quinas entrantes y en los lugares de contacto entre los sólidos. 
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Esfuerzo para P, = 1 


0.7 l l l l l ll 1 l l 


5 4 3 2 E 0 1 2 3 4 5 
Distancia x (adimensional) 


Figura 6.19. Variación de los esfuerzos 0;, 0, y Txy en el problema de 
Flamant para una profundidad unitaria (y = 1) y una carga unitaria (P, = 1). 


E 2 : Po 2P, y? 
oy = 0, sin” 0 + og cos” O + 71,9 sin20 = -— sin” 0 -——— (6.86) 
Tr rr(x2 + y?)? 
1 2P 2P,x y? 
Txy = 7 (0, - 09) sin20 + 7,9 cos 20 E 
2 Tr rr(x?2 + y?) 


La figura 6.19 muestra cómo varían estos esfuerzos para una profundidad unitaria (y = 1) 
y una carga unitaria (P, = 1). En particular, observe que o, es máximo en x = 0 y que los 
esfuerzos prácticamente se disipan para |x| > 4. 

Para calcular el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos principales, se puede hacer 
uso de las ecuaciones (2.41) y (2.63), de modo que con el código de Maxima: 


a|/* El radio r solo puede tomar valores positivos */ 

a|assume(r > 0); 

44 

a|/x« Se calculan los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máximo *+/ 


ss|tmax : trigreduce(sqrt(((sx-sy)/2)7%2 + txy72)); Fat, (WS) ==) 
a sl : trigreduce((sx+sy)/2 + tmax); fs ec. (2Ala) */ 
as|s2  : trigreduce((sx+sy)/2 - tmax); /+ ec. (2.41b) */ 


y la identidad trigonométrica 2 sin 0 =1- cos 20, se obtiene que 


PU =B) _]P,1+P, y 
TY 


1, 


SS sinO9  o(r,0)= nt a] pe sin 9; 


aquí el comando assume(r > 0) de la línea 43 indica a Maxima que el radio r es un 
número positivo, ya que de no hacerlo el programa lo preguntaría (intente remover la 
línea 43 del código y ejecútelo de nuevo para ver la influencia de esta línea). 

El ángulo de inclinación 0, en el que actúan los esfuerzos principales 0, se obtiene 
mediante: 
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Figura 6.20. Las líneas mostradas tienen la misma inclinación que los ángulos 0, y 0, 
asociados a las direcciones principales para el problema de Flamant. Este gráfico asume 
que P, > 0. Observe que los esfuerzos normales mínimos actúan para un ángulo de 
inclinación 0, = 0. Aquí las flechas asociadas a la inclinación 0, no se han dibujado 
para no saturar el gráfico; todas ellas corresponden a esfuerzos de compresión. 


a|/* Se calcula el ángulo de inclinación para los esfuerzos principales x*/ 
so| tan_2t1 : trigreduce(trigsimp(2x*xtxy/(sx-Ssy))); 


obteniendo que tan 26, = tan206. No obstante, se sabe que tan20 = tan(20 - 71); esto 
quiere decir que 0, = 0 — 71/2 y que 0, = 0,+71/2 = 6. De esto se concluye que el esfuerzo 
normal máximo 0, actúa en la dirección angular, para la cual 9, = O — 71/2, y la tensión 
normal mínima 0, actúa en la dirección radial, para la cual 0, = 0, como se ilustra en la 
figura 6.20. 

Hagamos un alto para interpretar las ecuaciones que acabamos de deducir. En el ca- 
so de que P, > 0 se tiene, por un lado, que el esfuerzo principal 0, actúa en la dirección 
angular y es nulo, esto es 0, = 0 y 9, = 0 71/2; por otro lado, en la dirección radial 0, = 9 
todo el semiplano se encuentra a compresión. En este caso, 0, = 0, = —2Tmáx = — ma sin 0; 
tanto 0, COMO 02 Y Tmáx tendrán curvas de nivel circulares anidadas que son tangentes 
al plano y = 0 en el punto de aplicación de la carga (figura 6.21a). Esto se justifica en el 
hecho de que la función f(r, 0) = r”! sin O = d”!, para un valor d constante, se grafica en 
el plano polar como una circunferencia de diámetro d tangente al punto de aplicación de 
la carga (figura 6.21b). Desde este punto de vista, la curva de nivel del esfuerzo cortante 
máximo Tmáx Unitario (Tmáx = 1[Pa]) es una circunferencia con diámetro |P,|/7r (¿po- 
dría dar los detalles?); adicionalmente, según lo expuesto, es posible escribir 0,, definido 


en (6.85) como 


od) =- 2 (6.87) 
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(b) 


Figura 6.21. En (a) se observan las curvas de nivel de los esfuerzos 0,, 07 Y Tmáx; note que 
son circunferencias anidadas tangentes al origen de coordenadas, en el punto de aplicación 
de la carga. De aquí surge el término bulbo de presión que se menciona en la 
mecánica de suelos. En (b) se analiza una de dichas curvas de nivel circulares; de este 
gráfico se deduce que r = d sin O o alternativamente que r”* sin O = d”!. Tenga en 
cuenta que el triángulo rojo es uno rectángulo en virtud del teorema de Thales. 


Para dar continuidad a las demostraciones, si asumimos una condición de tensión 
plana, podemos determinar las deformaciones en la masa del sólido empleando la ley de 
Hooke (6.46) y el siguiente código de Maxima: 


s|/x Se calculan las deformaciones utilizando la ley de Hooke para tensión x*x/ 
s2/* plana, ecuaciones (6.46) x/ 


5s3|er : (1/E)x(sr - nuxst); 
sa et g (1/E)x*(st - nuxsr); 
s5s| ez : -(nu/E)x(sr + st); 


s|grtl : trt/G; 


de manera que 


1 2P, 
e,(r,0) = q (0 — v00) = => sin O (6.88a) 
1 2Py . 
eg[r,0) = E (09 — vo,) = a sin O (6.88b) 
Y 2P 
e¿(r,0) = 5 (0 + 05) a E sin8 (6.88c) 
yrolr, 9) = a = 0, (6.88d) 


G 


O) 
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Vamos ahora a calcular los desplazamientos u, y Vo. Para tal fin, a partir de las ecua- 
ciones (6.40a) y (6.40b), encontramos que 


Or 00 


y siguiendo pasos similares a los explicados en la sección 5.6, se integran esas derivadas: 


= e, (r, 0) = regl[r, 0) - u,(r, 0), (6.89) 


/* Se definen las funciones f(t) y g(r) x*/ 
depends(f, t)$ depends(g, r)$ 


/* Se especifican f y g como funciones reales: f:R -> R y g:R -> R *x/ 
declare(f, real)$  declare(g, real)$ 


/* Se integran las expresiones (6.89) para encontrar los desplazamientos */ 


ur : expand(integrate(er, r)) + f(t); 
vt : expand(integrate(r*et - ur, t)) + g(r); 


obteniendo así los desplazamientos: 


u(r, 0) = fe(r.0)4r+1(0) 


--inrsin0 + (6) (6.902) 
volr, 0) = $ [reo(r, 9) -ulr, 9) d+ g(r) 
- (ar +v)cos0= f £(0)48+(r), (6.90b) 


donde f : |R >R y g : IR > 1 son funciones arbitrarias que aparecen al integrar una 
función de varias variables. Observe, en particular, que £(0) y g(r) son funciones de 0 
y r, respectivamente. A continuación determinaremos ambas funciones. 

Al reemplazar u, y vg en la ecuación (6.40c), es decir en y,o = 4 + Yo -%, igualarla 


con (6.88d) y multiplicar esa igualdad por r, 


grt2 : expand((1/r)*diff(ur,t) + diff(vt,r) - vt/r); /* ecuación (6.40c) x/ 


/* Se igualan las dos respuestas posibles de grt x*/ 
r*xgrtl = rx*grt2, expand; 


resulta: 


a + f 107007 y 1) cosg+r 207 sE SN 
Esta es una igualdad escrita en términos de las funciones f e y g(r), las cuales depen- 
den únicamente de una variable. De ahí que la ecuación anterior se puede descomponer 
en dos igualdades: 

df(0 

LO, + f 10700 y 1)cos0—cy=0 


6.13. APLICACIONES 


dg(r) 
dr 


donde cy es una constante arbitraria. Observe que la primera de estas igualdades es fun- 
ción únicamente de 0, mientras que la segunda lo es de r; al derivar la primera de estas 
igualdades con respecto a 0, para eliminar la integral, se convierte en la ecuación dife- 
rencial ordinaria de segundo orden: 
0 2P, 
——— 4 f(0) + —<(1- v)sinó6 =0. 6.92 
SO) + 211) (6.92) 
Las ecuaciones diferenciales (6.91) y (6.92) se pueden resolver con el siguiente código 
de Maxima: 


r 


- gl(r)+c0,=0, (6.91) 


/x* Se plantean las ecuaciones (6.92) y (6.91), respectivamente: x/ 
eql: diff(f(t),t,2) + f(t) + (2xPyx*(1 - nu)xsin(t))/(S%pixE) = 0$ 
eq2: rxdiff(g(r),r) - g(r) + c0 = 0$ 


/* Se resuelven y se renombran las constantes de integración: x/ 
solf: ode2(eq1, f(t), t); solf: solf, %kl=c1, %k2=C2; 
solg: ode2(eq2, g(r), r); solg: solg, %c=cC3; 


para obtener: 


1-y)P 
f(0) =crsinO + cocos 0 + 2 %8cos0 


g(r) = car +C0, 


donde c;, cz y cz son constantes de integración. Al reemplazar las funciones f y g ante- 
riores en las ecuaciones (6.90), con la ayuda del siguiente código de Maxima, 


/* Se reemplazan los valores de f y g en las ecuaciones de ur y vt x/ 
ur: ev(ur, solf); /* se reemplaza en la ecuación (6.90a) x/ 
vt: ev(vt, solf, solg, nouns); /* se reemplaza en la ecuación (6.90b) */ 


/* Nota: el "nouns" en la línea anterior se requiere para que se haga el x/ 
/* reemplazo en la integral de f dt que está en vt, ecuación (6.90b) */ 


encontramos los desplazamientos en función de las constantes cy a C3: 
E P, E 
u,(r,0) = csin0 + c,cos O + Ó - v)O cos 6 — 21n rsin 0] 
Tr 


P 
vol[r,0) = cy + c,cos O — cz sin O + c3r — Ó - v)0sin0 + (2lnr+v+1) cos 9]. 
Tr 
(6.93) 
Para determinar el valor de las constantes cy a c3, utilizamos las condiciones de sime- 
tría del problema; así, no se tienen desplazamientos horizontales en el eje vertical (eje y) 
mostrado en la figura 6.17, lo cual se escribe matemáticamente como 


vo (», 7) =0 para todo r >0. 
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Esto lo programamos en Maxima como sigue 


/* Se determina el valor de las constantes c_0 a c_3 x/ 
ev(vt, t=%pi/2) = 0; 


para obtener: 


Y 
Co + C3r+ —=—P,-cC2=0; 
2E *? 


esta condición se satisface haciendo c, = Cp + =P, y c3 = 0, ya que la ecuación anterior 
debe ser válida para todo r > 0. 

Otra condición de frontera reside en el hecho de que, a una distancia vertical pruden- 
te ro del punto de aplicación de la carga, se tiene que el desplazamiento es nulo, en otras 
palabras u, (ro, 1/2) = O. Valiéndonos de esta nueva condición y el siguiente código de 
Maxima: 


ev(ur, r=r0, t=%pi/2); 
2P, 
se deduce que c, = ln ro. 


Finalmente, sabemos que u, = vg = O cuando P, = 0; en este caso Cc; = 0, c, = Cp y 
c3 = 0. En consecuencia, utilizando 


ev(ur, Py=0, c1=0, c2=c0, c3=0) 0; 
ev(vt, Py=0, c1=0, c2=c0, c3=0) = 0; 


resulta que u,(r, 0) = cycos 0 = 0 y val(r, 0) = co(1-sin 0 ); estas igualdades se satisfacen 

siempre y cuando Cy = 0, ya que ambas ecuaciones deben cumplirse para todo 0 e [0, 11]. 
En conclusión, al reemplazar en (6.93) los valores encontrados para las constantes de 

integración, esto es Cy = C3 = 0, cy = ma In ro y c, = 2P,, se tiene que el desplazamiento 

del medio seminfinito está dado por 

/x* Se reemplazan las constantes de integración c0O a C3 x/ 


ur : ur, c0=0, cl=2xPyx*log(r0)/(%pix*E), c2=(nu-1)x*Py/(2xE), c3=0; 
vt : vt, c0=0, cl1=2xPyx*log(r0)/(%pix*E), c2=(nu-1)*xPy/(2x*E), c3=0; 


|a- v) (s - 2)cos0 - 21m (2) sino] 
va(r, 0) = A |a- v) (s - 2) sing + (1 v+ 21m (2))cos0|. 


140) 


lr djs 


ls 


(6.94) 


donde r e [0, rp]. 
Con el siguiente código de Maxima: 


/* Se calcula ur y vt sobre la superficie libre x*/ 
factor(ev(ur, t=0)); factor(ev(ur, t=%pi)); 
factor(ev(vt, t=0)); factor(ev(vt, t=%pi)); 


/* Se calcula la solución sobre el eje vertical x/ 
factor(ev(ur, t=%pi/2)); factor(ev(vt, t=%pi/2)); 
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Figura 6.22. Deformada para el problema de Flamant. Aquí se asume que P,/E = 
1 y que el coeficiente de Poisson es v = 0.3. Observe que como en el punto de 
aplicación de la carga los desplazamientos son infinitos, se asumió una pequeña 
muesca alrededor de r = 0 para poder graficar adecuadamente la deformada. 


calculamos la solución sobre la superficie libre, es decir, para 0 =0y0=r.: 


ddr 0) ur mr) s 0 - y) 


val(r,0) = -ve(r, Tr) = a (1 v+21n(2)) 


Po 


y la solución sobre el eje vertical, exactamente debajo de la carga, cuando 0 = 7/2: 


P 
ur (1,2) =-2210(2) Va (+2) =0. 
2 TE To 2 


La solución que acabamos de encontrar tiene varios defectos. Primero, observe que 
todos los puntos de la superficie libre se mueven horizontalmente la misma cantidad 
Z (1 - v) hacia el punto de aplicación de la carga; esto sucede también para valores de r 
que tienden a ry o incluso al infinito. Segundo, en r = O se tiene un punto de singularidad 
para el cual los desplazamientos son infinitos. Tercero, el valor de r, no está claramente 
definido y la respuesta depende del número que se asuma en el cálculo. 

En la figura 6.22 se observa la deformada predicha por las ecuaciones (6.94) para 
P,[E =1 y v =0.3. 
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Códigos de Matlab empleados para generar las gráficas asociadas al problema de 
Flamant 


A continuación, se presentan los códigos de Matlab con los cuales se generaron las figu- 
ras 6.19, 6.20, 6.21 y 6.22. 
La figura 6.19 se generó con el siguiente código: 


% Se define la geometría 
= linspace(-5, 5, 200); 
1; 


je de las X 
rofundidad unitaria 


9 
6 
9 
1) 


= 
p 


% Se calculan los 


esfuerzos SX, Sy y 


txy 


Py =1; % carga unitaria 

sx = -(2xPyxx."2.*y)./(pix(x.72 + y.72).72); 

sy = -(2*Pyxy."3  )./(pi*(x."2 + y.72).72); % ecuaciones (6.86) 
txy = -(2xPyxx.x*y.02)./(pix*(x.72 + y.72).72); 


% Se hace el gráfico 

figure 

h = plot(x,SX, X,Sy, X,tXy); 

set(h, f'LineStyle'?, o 
set(h, ('DisplayName'*, f'AMsigma_x”; 
legend('Location', 'best') 

xlabel ('Distancia_x _(adimensional)”') 
ylabel ('Esfuerzo,_para,_P-y,_=,1') 
set(gca, 'XDir','reverse') 

grid on 


9 
6 


O ho 


"MXsigma_y”; 


raya, raya-raya, 
Mtau_(xy?' y) 


raya-punto 


% título del eje X 

título del eje Y 

eje X positivo va hacia la izquierda 
se coloca una grilla 


e e 


y 


La figura 6.20 se generó con el siguiente código: 


se 


define la geometría 
linspace(-0.5, 0.5, 
linspace( 0, 0.5, 
meshgrid(xx, yy); 


15); 
15); 


yy 
[x,y] 


% Se calculan los esfuerzos SX, Sy y 


Py =1; % carga unitaria 

sx = -(2x*Py*x."2.x*xy)./(pix(x."2 + y. 
sy = -(2xPyxy.03  )./(pix(x.02 + y. 
txy = -(2x*Py*x.*y.02)./(pix*(x.02 + y. 


Se calculan los 
= atan2(2xtxy, 
= tl + pi/2; 


SXx-Sy)/2; 


% Se hacen los gráficos 
figure % Se crea el lienzo 
hold on % Sobre el lienzo se harán 


ángulos de inclinación 


% puntos donde se harán los cálculos 


txy 


520 
2d 
520) 


22) E 
220% 
2) 6 


% ecuaciones (6.86) 


de los esfuerzos principales 


varios dibujos 


% Se dibujan las direcciones principales theta_1 


% escala de las flechas 
cos(t1), sin(t1), 


se = Oré; 


e 
h1 = quiver(x,y, 


esc bi) 
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h2 = quiver(x,y, -cos(t1), -sin(t1), esc, 'b'); 


% Se dibujan las direcciones principales theta-_2 
esc = esc/2; % escala de las flechas 

h3 = quiver(x,y, cos(t2), sin(t2), esc, 
h4 = quiver(x,y, -cos(t2), -sin(t2), esc, 


, 


r', '*ShowArrowHead','off'); 
"r', '*ShowArrowHead','off'); 
xlabel('x') 

ylabel('y') 

set(gca, 'XDir','reverse') 
set(gca, 'YDir','reverse') 
axis equal tight ejes iguales y ajustados 
axis([-0.5 0.5 0 0.51); [xmin, xmax, ymin, ymax] 
legend([h1,h3],'Dirección de, Msigma_1','Dirección de Xsigma_2', 

'"Location','SouthEast') 


e 


título del eje X 

título del eje Y 

el eje X positivo va hacia la izquierda 
el eje Y positivo va hacia abajo 


de e se e 


e 


La figura 6.21 se generó con el siguiente código: 


e 
un 
99) 


define la geometría 

xx = linspace(-3, 3, 200); 

yy = linspace( 0, 3, 200); 

[x,y] = meshgrid(xx, yy); % puntos donde se harán los cálculos 
[t,r] = cart2pol(x, y); % de coordenadas polares a cartesianas 


% Se calculan los esfuerzos Sr, SX, Sy y txy 


Py = 1; % carga unitaria 

sr  = -2*Pyxsin(t)./(r*pi); % ecuación (6.85) 
sx  = -(2*Pyxx."2.*y)./(pix(x.02 + y.?2).72); 

sy —= -(2*Py*y.23 )./(pix(x.72 + y.22).02);  % ecuaciones (6.86) 
txy = -(2xPy*x.*y.02)./(pix(x.22 + y.02).72); 


% Cálculo del esfuerzo cortante máximo y del esfuerzo principal mínimo s2 
tmax = sqrt(((sx-sy)/2).7%2 + txy.?2); 
s2  = (sx+sy)/2 - tmax; 


% Se dibujan los esfuerzos 

figure; dibujar_esf('1sigma_r”,  X, y, sr) 
figure; dibujar_esf('1sigma_2',  X, y, S2) 
figure; dibujar_esf('1Ytau_(máx)”, X, y, tmax) 


% Función para graficar los esfuerzos 
function dibujar_esf(titulo, x, y, var) 
contour(x,y,var, 30, 'k'); % 30 curvas de nivel de color negro 


oe e 


xlabel('x') título del eje X 
ylabel('y') % título del eje Y 
title(titulo) % título del gráfico 


el eje X positivo va hacia la izquieda 
el eje Y positivo va hacia abajo 

ejes iguales y ajustados 

[xmin, xmax, ymin, ymax] 


set(gca, 'XDir','reverse') 

set(gca, 'YDir','reverse') 

axis equal tight 

axis([-0.5 0.5 0 0.5]); 
end 


oe e 


e 


e 
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La figura 6.22 se generó con el siguiente código: 
ile % carga unitaria 

ESE: % módulo de elasticidad unitario 
0.3; % coeficiente de Poisson 


% Se define la geometría 
r0 = 2; %distancia a la que se asume que el desplazamiento vertical es nulo 


% Se definen r y t; r empieza en 0.02 para evitar singularidad en el origen 
rr = linspace(0.02, 2, 25); 

tt = linspace(0, pi, 25); 

[t,r] = meshgrid(tt, rr); % puntos donde se va a hacer el cálculo 

[x,y1 = pol2cart(t, r); % de coordenadas polares a cartesianas 


% Se calculan los desplazamientos en coordenadas polares, ec. (6.94) 
ur = (Py/(pixE))*((1-nu)*(t-pi/2).*cos(t) - 2*log(r/r0).*sin(t)); 
- (Py/(pix*E))*((1-nu)x(t-pi/2).*sin(t) + (1 + nu + 2xlog(r/r0)).*cos(t)); 


< 
+ 
! 


% Se convierten los desplazamientos a coordenadas cartesianas, ec. (6.38) 
u =ur.*cos(t) - vt.*sin(t); 
v == ur.*sin(t) + vt.*cos(t); 


% Se hace el gráfico 


figure % se crea el lienzo 

esc = 0.03; % escala para exagerar el desplazamiento 

z = zeros(size(x)); % la coordenada en z es cero 

hold on % se harán varios dibujos a la vez 

% Se grafica la posición original 

mesh(x, y a EA A ES, 

% Se grafica la posición deformada y se escala "esc" veces el desplazamiento 
mesh(x+escx*u, y+esc*v, z, 'EdgeColor', 'b','LineStyle',”'-” 

alpha(0) % se hace que las mallas sean transparentes 


xlabel('x') 

ylabel('y') 

set(gca, 'XDir','reverse'); 
set(gca, 'YDir','reverse'); 
axis equal tight ejes iguales y ajustados 

axis([-1 10 1]); [xmin, xmax, ymin, ymax] 

legend ('posición original','posición deformada', 'Location','SouthEast') 


y 


título del eje X 

título del eje Y 

el eje X positivo va hacia la izquierda 
el eje Y positivo va hacia abajo 


ve e e oe 


> 


6.13.4. Cargas distribuidas uniformes en medios seminfinitos 


La solución al problema de Flamant se puede utilizar para calcular los esfuerzos debidos 
a una carga distribuida uniforme de magnitud p aplicada sobre la superficie horizontal 
de un medio seminfinito, como se ilustra en la figura 6.23. Dicha carga tiene un espesor 
t > 0 que incluso puede ser “infinito”. Esta solución es de gran importancia, ya que en 
ingeniería geotécnica sirve para estimar los esfuerzos en el suelo bajo cargas distribuidas 
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uniformes (por ejemplo, supongamos que deseamos calcular los esfuerzos bajo un muro 
de contención o una cimentación rectangular muy larga), y también se puede utilizar 
para dar una estimación local y aproximada de los esfuerzos que aparecen cuando existe 
contacto entre dos sólidos. 

La figura 6.24a muestra la vista frontal del sólido. Note cómo la carga distribuida 
p se considera conformada por un número infinito de diferenciales dp = pdx; tenga 
en cuenta que la unidades de p son fuerza dividido entre área mientras que las de dp 
son fuerza sobre longitud; cada diferencial es una carga lineal en z similar a la analizada 
en el problema de Flamant (figura 6.17) que actúa sobre un ancho dx. En particular, 
analizaremos un diferencial ubicado a una distancia r y a un ángulo de inclinación 0 del 
punto (x, y); observe que el ángulo 0 varía entre 0, y 0,, donde 


Y tan 0, = Y (6.95) 


tan 0, = OS 
xa x-b 


Por su parte, en la figura 6.24b se observa un acercamiento al diferencial mencionado. 
Note que r x= r! = r” y que O x 0" x= 0”, ya que dO es un diferencial de ángulo y dx es 
uno de longitud. Aquí, la línea verde MN podría entenderse ya sea como un diferencial 
de arco de longitud r' d9 o como el cateto opuesto del triángulo rectángulo rosado, 
de forma que su longitud es sin 0” dx; en consecuencia, sin 0" dx x= r'd0 y de aquí se 
deduce que dx = ¿5 dB. 

Por consiguiente, el diferencial de carga dp que actúa sobre la distancia dx es 


dp = pdx = PS d0. (6.96) 


Al aplicar el principio de superposición, es posible sumar las contribuciones de cada 
uno de esos diferenciales de carga para calcular el valor de los esfuerzos que actúan sobre 


Figura 6.23. El problema de Flamant se puede generalizar para considerar una carga 
distribuida uniforme p aplicada sobre la superficie de un medio seminfinito. Dicha carga se 
ubica entre x = a y x = b y tiene un espesor £, que puede ser una cantidad finita o infinita. 
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el punto de coordenadas (x, y); de este modo, a partir de las ecuaciones (6.86), resulta 
que los esfuerzos actuantes en el punto (x, y) debido a la carga dp son 


do, Mi sin O cos? O = E cos? 0 d9 


TY 
2d 2 
do, = -— A sint0 = E sin? 040 


dj 250 sin? O cos O = a bso 
Tr Tr 


Reemplazando (6.96) en las ecuaciones anteriores e integrando dichos diferenciales en- 
tre 0, y 0, obtenemos los esfuerzos: 


0, 2 0 
o,= [ do, =-*L [cor 0do 
01 TT 01 
0, 2 0, 
o,= [ do, =-Y f “sinzodo 
01 TT 01 
0 2 02 
Tgy = dr; = il sin cos0 d0; 
01 T 01 


dichas integrales se pueden resolver fácilmente con Maxima, así: 


(a) (b) 


Figura 6.24. La carga distribuida p, mostrada en (a), se puede descomponer en 
una colección infinita de diferenciales dp, cada uno actuando sobre un 
diferencial de longitud dx. Aplicando el principio de superposición, se puede 
sumar la contribución de esas cargas infinitas para estimar los esfuerzos que 
actúan en el punto (x, y). En (b) se hace un acercamiento al diferencial de 
longitud dx y su carga aplicada. El esfuerzo cortante máximo (Tmáx) y. y» 
presente en el medio, ocurrirá sobre la semicircunferencia mostrada en (a). 
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sx : -2xp/%pi * integrate(cos(t)72, t, tl, t2), trigreduce, factor; 
sy : -2xp/%pi * integrate(sin(t)72, t, tl, t2), trigreduce, factor; 
txy : -2*p/%pi * integrate(sin(t)*cos(t), t, t1, t2), trigreduce, factor; 


de modo que 
e -L 20, - 6) + (sin 20) — sin 28,)] 
0, = -L[20, - 61) - (sin 20, - sin 201)| (6.97) 
Tay = | cos 20, — cos 20]. 


Ahora, utilizando el siguiente código de Maxima, 


sx 3: -p/(2x*pi) x* (2x(t2 - t1) + (sin(2*t2) - sin(2xt1)))$ 
sy : -p/(2xpi) x* (2x(t2 - t1) - (sin(2*xt2) - sin(2xt1)))$ 
txy : -p/(2xpi) * (cos(2xt1) - cos(2xt2))$ 


tmax2 : ((sx - sy)/2)7"2 + txy?2, expand, trigreduce, trigrat, factor; 
sxsy2 : (sx + sy)/2, factor; 


podemos demostrar que el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos principales están 
dados por 


y. a cies 2-0) 
(máx) yy av 1 (2(0 0,)) 


(0), == (0 0)+ 1 — cos (2(6,- 61) 


(07), = -E(0, O me 1 - cos (2(9,- 01)). 


Observe que el radicando, y en consecuencia el esfuerzo cortante máximo (Tmáx ) ,,, toma 


xy? 
su valor más grande cuando cos (2(0> - 01) = —1, lo cual sucede cuando 0, = 0, + £5. 
En virtud del teorema de Thales, esta situación se presenta en todos los puntos sobre la 
semicircunferencia roja mostrada en la figura 6.24a; por lo tanto, dado que 0, — 0, = 3, 


sobre dicha semicircunferencia roja tenemos: 


(melys o e 0.3183p  0= Sl + - «-0.1817p 0, =-- 2 e -0.8183p. 


Observe que el valor más grande del esfuerzo cortante máximo (Tmáx) y, €S 2 Según 
se discute en la sección 4.9, la gráfica del esfuerzo cortante (Tmáx) y está intimamente 
relacionada con el criterio de falla de Tresca (ver, por ejemplo, Álvarez-Marín [2023a)), 
el cual es válido para materiales dúctiles. Esto nos dice que la gráfica de (Tmáx), y señala 
las ubicaciones donde el sólido tiende a fallar inicialmente. Por ejemplo, en el caso de 
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0.5 | ] | | 4 ] | ] ] 
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 


Distancia x (adimensional) 


Figura 6.25. Variación de los esfuerzos 0;, 0y y Txy en el problema 
de una carga distribuida aplicada en —-a <x<b,cona =-lyb=1, 
para una profundidad y = b y una carga distribuida p = Ce 


rodamientos con rodillos cilíndricos, la falla sucede en el interior del sólido para luego 
aflorar; en otras palabras, existirá un momento en el que superficialmente, el rodamiento 
podría verse en buen estado, aunque este ya habrá fallado en su seno y, con el tiempo, 
una grieta aflorará desde el interior del sólido hasta la superficie donde el rodillo circula. 

Para entender las ecuaciones (6.97), es conveniente graficarlas. La figura 6.25 mues- 
tra cómo varían dichos esfuerzos asumiendo que a = —1 y b = 1 para una profundidad 
y = b y una carga estáticamente equivalente a la unidad, p = ¿7. Observe que para dis- 
tancias r > 3a la distribución de los esfuerzos es prácticamente la misma que se mostró 
en la figura 6.19, lo cual era de esperar de acuerdo con el principio de Saint-Venant. 

Por otro lado, la figura 6.26 muestra la variación de los esfuerzos principales y el 
esfuerzo cortante máximo sobre el eje y, exactamente debajo de la mitad de la carga 
distribuida, es decir, en x = bra, en particular, observe cómo Tmáx es máximo para una 
profundidad y = 5. 

Finalmente, en la figura 6.27 se muestra la variación de los esfuerzos principales y 
el esfuerzo cortante máximo en la masa del sólido; aquí se observa que los esfuerzos 
cortantes (Tmáx),, Son máximos no sobre la superficie del sólido sino en su interior. Ob- 
serve en particular que el esfuerzo (Tmáx),, alcanza su valor más grande p/rr sobre la 
semicircunferencia mostrada en la figura 6.24a. Sería ideal que el lector compare esta 
figura con la obtenida en el ensayo fotoelástico, la cual puede ser fácilmente encontrada 
en internet. Lastimosamente, no es posible incluir dicha figura en este texto debido a las 


limitaciones impuestas por las leyes de derechos de autor. 


¡09 
H.> 
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Distancia y (adimensional) 


=0.5 0.4 -0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 


Esfuerzo para p = 


Figura 6.26. Variación de los esfuerzos (01),,,» (02),., Y (Tmáx).y €n el problema 
de una carga distribuida aplicada en —a < x < b,con a = —1 yb = 1, para una 
profundidad y = b y una carga distribuida p = 2. Observe en particular que 

b-a 


el esfuerzo (Tmáx), y alcanza su valor más grande p/7r cuando y = %?. 


0 
e 0.15 
E 
31 
un 
5 
8 2 0.1 
3 
a 
3 
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5 0 =5 


Distancia x (adimensional) 


Figura 6.27. Variación del esfuerzo cortante máximo (Tmáx), y en el problema de una 
carga distribuida aplicada en —a < x < b, con a =-—1yb= 1, para una profundidad y = b y 
una carga distribuida p = o Observe en particular que el esfuerzo (Tmáx), > alcanza su 
valor más grande p/7 sobre la semicircunferencia mostrada en la figura 6.24a. 
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Códigos de Matlab empleados para generar las gráficas asociadas al problema de una 
carga distribuida uniforme sobre un medio seminfinito 


A continuación, se presentan los códigos de Matlab con los que se generaron las figu- 
ras 6.25, 6.26 y 6.27. 
La figura 6.25 se generó con el siguiente código: 


% Se define la carga 
= -1; 
= +1; 
1/(b-a); % carga unitaria equivalente 


DUUQW 
I 


% Se define la geometría 
x = linspace(-5, 5, 200); % eje de las X 
y =b; % profundidad b 


% Se calculan los ángulos t1 y t2, ecuaciones (6.95) 
= atan2(y, x-a); 
atan2(y, x-b); 


NP 
Il 


% Se calculan los esfuerzos SX, Sy y txy 

sx = -p/(2x*pi) x* (2x(t2 - t1) + (sin(2*t2) - sin(2x*t1))); 
AE) 
txy = -p/(2x*pi) * (cos(2*t1) - cos(2*t2)); 


n 
< 
!l 


% Se hace el gráfico 


figure 

h = plot(x,SXx, X,Sy, X,tXy); 

set(h, f'LineStyle'?, Ll '-5%--;5 '-.')); % raya, raya-raya, raya-punto 
set(h, f['DisplayName*), ['Xsigma_x'; 'AXsigma_y*; 'Xtau_(xy)”)) 
legend('Location', 'best') 


xlabel ('Distancia_x (adimensional)') % título del eje X 

ylabel ('Esfuerzo, para,_p,_=_1/(b-a)”') título del eje Y 

set(gca, 'XDir','reverse') eje X positivo va hacia la izquierda 
grid on se coloca una grilla 


oe e 


e 


La figura 6.26 se generó con el siguiente código: 


e 


Se define la carga 


a= -1; 

b = +1; 

p= 1/(b-a); % carga unitaria equivalente 

% Se define la geometría 

x= (a+b)/2; % graficar debajo de la mitad de la carga distrib. 
y = linspace(0, 5xb, 200); % eje de las Y 

% Se calculan los ángulos tl y t2, ecuaciones (6.95) 

tl = atan2(y, x-a); 

t2 = atan2(y, x-b); 


% Se calculan los esfuerzos SX, Sy y txy 
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sx = -p/(2x*pi) x* (2x(t2 - t1) + (sin(2*t2) - sin(2x*t1))); 
sy -p/(2xpi) x* (2x(t2 - t1) - (sin(2xt2) - sin(2xt1))); % ec. (6.97) 
txy = -p/(2x*xp1) * (cos(2xt1) - cos(2xt2)); 


% Cálculo del esfuerzo cortante máximo y de los esfuerzos principales sl y s2 
tmax = sqrt(((sx-sy)/2).72 + txy.72); 

s1  = (sx+sy)/2 + tmax; 

(sx+sy)/2 - tmax; 


n 
N 
1 


% Se hace el gráfico 


figure 

h = plot(s1l,y, s2,y, tmax,y); 

set(h, f'LineStyle'?, Ll *--5 *-.')); % raya, raya-raya, raya-punto 
set(h, f'DisplayName'), f'Xsigma_1'; 'Xsigma_2'; 'Ytau_(máx)'P) 
legend('Location', 'best”) 

xlabel ('Esfuerzo, para,_p,=,1/(b-a)”) % título del eje X 


ylabel ('Distancia,_ y _(adimensional)”) título del eje Y 
set(gca, 'YDir','reverse') eje Y positivo va hacia abajo 
grid on % se coloca una grilla 


La figura 6.27 se generó con el siguiente código: 


e define la geometría 
a -1; 

b = +1; 

xx = linspace(-5, 5, 200); 

yy = linspace( 0, 5, 200); 

[x,y] = meshgrid(xx, yy); % puntos donde se harán los cálculos 


e 
 ún 


% Se calculan los ángulos 
1 = atan2(y, x-a); 
2 = atan2(y, x-b); 


% Se define la carga 
a= -1; 
SN = silo 
p 1/(b-a); % carga unitaria 


% Se calculan los esfuerzos SxX, Sy y txy 

sx = -p/(2x*xpi) x* (2x(t2 - t1) + (sin(2x*xt2) - sin(2x*t1))); 

sy PIP RA EN 2 2D Es (697) 
txy = -p/(2x*xp1) * (cos(2x*xt1) - cos(2xt2)); 


% Cálculo del esfuerzo cortante máximo y de los esfuerzos principales sl y s2 
tmax = sqrt(((sx-sy)/2).72 + txy.?2); 

s1 (sx+sy)/2 + tmax; 

s2  = (sx+sy)/2 - tmax; 


% Se dibujan los esfuerzos 

figure; dibujar_esf('1sigma_1', X, y, sl) 
figure; dibujar_esf('1sigma_2',  X, y, S2) 
figure; dibujar_esf('1tau_(máx)', X, y, tmax) 
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% Función para graficar los esfuerzos 
function dibujar_esf(titulo, x, y, var) 
pcolor(x,y,var); 
shading interp 


hold on 

colormap jet 

colorbar 

contour(x,y,var, 30, 'k'); % 30 curvas de nivel de color negro 
title(titulo) % título del gráfico 


e 


el eje X positivo va hacia la izquieda 
el eje Y positivo va hacia abajo 


set(gca, 'XDir','reverse') 
set(gca, 'YDir','reverse') 
axis equal tight ejes iguales y ajustados 
axis([-5 5 0 51); [xmin, xmax, ymin, ymax] 
xlabel ('Distancia_x (adimensional)') % título del eje X 
ylabel('Distancia, y, (adimensional)') % título del eje Y 


e 


o Je 


end 


6.13.5. El ensayo brasilero o de tracción indirecta 


Calculemos ahora la distribución del esfuerzo en un cilindro sujeto a un par de fuerzas, 
diametralmente opuestas, uniformes y lineales, como se ilustra en la figura 6.28; ambas 
fuerzas tienen magnitud P y actúan en sentido contrario. 

Este problema es de particular importancia práctica, ya que se utiliza para determi- 
nar la resistencia a tracción de materiales frágiles como concreto, roca, asfalto, cerámica, 
etc., en lo que se denomina ensayo brasilero, ensayo de tracción indirecta (split cylinder test 
en inglés) o ensayo de resistencia a la tracción por hendimiento. Este procedimiento fue 


Figura 6.28. En el ensayo de tracción indirecta o ensayo brasilero se somete un cilindro a 
dos cargas uniformes, diametralmente opuestas, de magnitud igual pero sentido contrario. 
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Solución de Solución de Distribución radial 
Flamant 1 Flamant 2 de esfuerzo 


Figura 6.29. La distribución de esfuerzos sobre el cilindro en el ensayo 
brasilero se puede expresar mediante el principio de superposición, esto 
es, como la suma de los efectos de dos fuerzas lineales aplicadas sobre medios 
seminfinitos y una distribución de esfuerzo radial a tracción de magnitud 2. 


propuesto por el ingeniero brasilero Fernando Luiz Lobo Barboza Carneiro (1913-2001) 
en 1943, e independientemente por el ingeniero japonés Tsunei Akazawa en el mismo 
año. Este ensayo se encuentra reglamentado, para el concreto, por la Norma Técnica Co- 
lombiana NTC 722:2021, que está a su vez basada en la norma*” asrm C496/C496M:2017. 
Por otro lado, el ensayo para núcleos de roca lo reglamenta la norma Asrm D3967:2016. 

Para calcular la distribución de esfuerzos en ese cilindro, utilicemos como base la 
solución al problema de Flamant, estudiada en la sección 6.13.3. Para tal fin, se aplicará 
el principio de superposición para sumar los esfuerzos producidos por un par de fuer- 
zas uniformemente distribuidas y diametralmente opuestas. Intentemos, inicialmente, 
sumar las contribuciones a los esfuerzos de las dos soluciones de Flamant mostradas en 
la figura 6.29. 

Según el problema de Flamant, la distribución de esfuerzos sobre la circunferencia, 
mostrada en la figura 6.21b, está dada por las ecuaciones (6.85) y (6.87), esto es: 


2P | 2P 
0, = =—sin0 = -— 09=0 T,9 =0, (6.98) 
TY rd 


o alternativamente por las ecuaciones (6.86) que se repiten aquí por conveniencia: 


2.LRAY APO 2Pxy" 
a PO SE uy == (6.99 
Ls rx? + y?) Y r(x? + y?) y r(x? + y?) ( ) 


Observe que, según las ecuaciones (6.98), estos esfuerzos son únicamente radiales. Con 


referencia a la figura 6.30, de aquí se deduce que la carga P, produce el esfuerzo a compre- 
2P, 


sión 2 y la carga P, el esfuerzo a compresión % sobre cualquier punto de la circunfe- 


rencia. Puesto que no existen esfuerzos cortantes sobre el diferencial y solo se tienen los 


esfuerzos normales -% y -%; además, según el teorema de Thales*” un ángulo inscrito 


$85 La sigla AsTM proviene de American Society for Testing and Materials. 


87 Ver, por ejemplo, https://en.wikipedia.org/wiki/Thales's_theorem. 


6. FORMULACIÓN DE LA TEORÍA DE LA ELASTICIDAD EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 


Figura 6.30. Dado que la distribución de esfuerzos en el problema de Flamant es 
netamente radial, según las ecuaciones (6.98), se deduce que el esfuerzo que 
produce la carga roja P, es el esfuerzo radial 24 y que la carga verde P, 
produce el esfuerzo radial A Tenga en cuenta que P = P¡ = P, y que ambos 
esfuerzos son mutuamente ortogonales, en virtud del teorema de Thales. 


a lo largo del diámetro de un círculo es siempre un ángulo recto, y como P, = P, = P, 
tenemos que sobre todos los puntos de la circunferencia existe una distribución hidros- 
tática de esfuerzos a compresión % (¿por qué? Pista: utilice las ecuaciones (2.24)) y, 
en consecuencia, en todos los puntos de la circunferencia de diámetro d se tiene que 
a, = 0, = -%. Por lo tanto, si se quiere eliminar esa componente hidrostática, es necesa- 
rio sumarle a las soluciones de Flamant la distribución radial de esfuerzo de tracción de 
magnitud 4% que se muestra en la figura 6.29. 

Debemos ahora materializar con una ecuación la sumatoria de esfuerzos esbozada 
en la figura 6.29, que aplica el principio de superposición. Según la figura 6.31, existen 
tres sistemas de coordenadas: el sistema de coordenadas 1 asociado a la solución de Fla- 
mant l, el sistema de coordenadas 2 asociado a la solución de Flamant 2 y un sistema de 
coordenadas global (x, y), cuyo origen se sitúa en el centro de la circunferencia. 

A partir de la figura 6.31 se deduce que la relación entre los sistemas de coordenadas 
1 y 2 y el sistema de coordenadas global (x, y) está dado por 


Xx =-x y; = : - y (6.100a) 
X)=X y, = : + y (6.100b) 
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XxX] =-X 

N=5-y 
d 

X=X 

Y 


Figura 6.31. Como cada solución de Flamant está especificada con respecto a un sistema 
de coordenadas, ya sea (x1, y1) O (x2, y2), es necesario unificar dichos sistemas 
adoptando uno global (x, y) cuyo origen es el centro de la circunferencia. Observe, 
adicionalmente, las distancias r, y r2 que existen entre un punto cualquiera al interior 
del cilindro y los puntos de aplicación de las cargas P, y P», respectivamente. 


De este modo, al aplicar la ecuación (6.99) obtenemos, por ejemplo, para 0, que 


o.=( 2Pxiy, ).(- 2Px3y a): 2P 


iZ 22 2 
(xi + y) mx + y2) rd 
a —— 
solución Flamant 1 solución Flamant 2 esfuerzo radial 


Un procedimiento similar se realiza para calcular 0, y Txy. 
Este cálculo se puede hacer fácilmente usando el siguiente código de Maxima: 


/* Esfuerzos asociados a la solución de Flamant 1, ecuación (6.99) x/ 
/* y sustitución de las coordenadas x1 y y1, ecuación (6.100a) */ 

sx1 : -2xPxx1"2x*y1/(%pix*(x1%2 + y172)72), x1=-X, yl=d/2 - Y$ 

syl : -2xPxy1%3  /(%pix(x1"2 + y1%2)72), x1=-X, yl=d/2 - Y$ 

txy1 : -2x*Pxx1xy1%2/ (Spi*(x172 + y172)72), x1=-X, yl=d/2 - Y$ 


/* Esfuerzos asociados a la solución de Flamant 2, ecuación (6.99) x/ 
/x* y sustitución de las coordenadas x2 y y2, ecuación (6.100b) x+/ 

sx2 : -2xPxx2"%2xy2/(%pix(x27"2 + y272)72), x2=+X, y2=d/2 + Y$ 

sy2 : -2x*Pxy2"3 /(%pix(x2%2 + y202)72), x2=+X, y2=d/2 + Y$ 

txy2 : -2x*Pxx2*xy2"%2/ (%pi*(x2"2 + y2%2)7%2), x2=+X, y2=0d/2 + Y$ 


/* Esfuerzos asociados al esfuerzo radial mostrado en la figura 6.29 x/ 
sxX3 : +2xP/(%pixd)$ 

sy3 : +2xP/(S%pixd)$ 

txy3 : 0$ 
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/* Se aplica el principio de superposición para encontrar la respuesta x/ 
sx SSL AS B| 
sy o Ssy1l+ Ssy2+  Ssy3; 
txy : txyl + txy2 + txy3; 


encontrando que 


E y a | 


Ox = 
Told _ E 
PL A 2 
2 mld E 
_2P (y y 
y lA 
T r; r) 


donde y =3 JP Y2= 3 += y n= 24 y. 


A partir de estas ecuaciones y utilizando el siguiente código de Matlab, 


% Se definen la carga y el diámetro del cilindro 
= 1; carga unitaria 
il diámetro unitario 


9 
6 
9 

6 


(eL y) 
!l 


% Se calculan los x, y a partir de las coordenadas polares 
[r,t] = meshgrid(linspace(0, d/2, 50), linspace(0, 2x*pi, 181)); 


% Se hace la conversión de coordenadas polares a rectangulares 
[x,y] = pol2cart(t, r); % es equivalente a: x = r.*cos(t); y = r.*sin(t); 


% Se calculan las coordenadas en los otros sistemas 
= d/2 - y; rl = hypot(x, yl); 
d/2 + y; r2 = hypot(x, y2); 


<< 
¡NA 
Il 


% Se calculan los esfuerzos SX, Sy y txy 

sx = (2xP/pi)*x(1/d - x.?2.x*xy1./r1.%4 - x.02.xy2./r2.0"4); 
sy = (2xP/pi)*(1/d - y1.73./r1.%4 - y2.73./r2.%4); 

txy = (2*P/pi)x(y1.02./r1.%4 - y2.02./r2.04).x*xX; 


% Se calculan el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos principales 
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).72 + txy.72); 

s1 (sx + sy)/2 + tmax; tl = atan2(2xtxy, sx-sy)/2; 

s2 (sx + sy)/2 - tmax; t2 = tl + pi/2; 


% Se hacen los gráficos 

figure 

subplot(1,3,1); hacer_dibujo('1sigma_1', 7 Si, 25); 
subplot(1,3,2); hacer_dibujo('1sigma_2', AN ISZN 200); 
subplot(1,3,3); hacer_dibujo('Ytau_([max)”, x,y,tmax, 200); 


% Se define la función con la que se generan los gráficos 
function hacer_dibujo(titulo, X, y, var, nc) 
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(02) xy 


Figura 6.32. Curvas de nivel que evidencian la variación de los esfuerzos 
principales (01), y (02),, y del esfuerzo cortante máximo (Tmáx), y para 
el ensayo brasilero. En particular, observe que los esfuerzos (01), y Son 
máximos en x = 0; adicionalmente, los gráficos de (02),., y (Tmáx),. y muestran 
unas concentraciones de esfuerzo justo en el lugar donde se aplican las cargas. 


e 


plot(x(: end), y(:,end), 'k-”) se grafica la circunferencia 


hold on % superimponer varios gráficos 
contour(x, y, var, nc) % se crean "nc" curvas de contorno 
title(titulo) % título del gráfico 


e 


ejes iguales y ajustados 
mapa de color "jet" 
barra de colores abajo 


axis equal tight 

colormap jet 

colorbar("southoutside") 
end 


e 


e 


podemos generar la figura 6.32, en la cual se muestra la variación de los esfuerzos princi- 
pales (01),., y (02),, y del esfuerzo cortante máximo (Tmáx),. €n el cilindro. En particular, 
observe que los esfuerzos 0, son máximos en x = 0; adicionalmente, los gráficos de 0, 
Y Tmáx Muestran unas concentraciones de esfuerzo justo en el lugar donde se aplican las 
cargas. 

Debido a cuestiones de derechos de autor, no es posible incluir aquí una fotografía del 
método fotoelástico para comparar la solución analítica y la experimental de (Tmáx),.,: el 
patrón de franjas obtenido experimentalmente coincide con el de las curvas de nivel de 
(Tmáx), y no obstante, esta se puede consultar fácilmente en internet. Se sugiere al lector 
mirar, por ejemplo, el siguiente video de YouTube: https://www.youtube.com/watch? 
v=1kdXmNKeLIl, donde se hace dicho paralelo. 

En el caso de que x = 0, se tiene que r, = y, y 12 = y, y, por lo tanto, 


2P E 1 | 
Ox = = 


sd VA d y y 
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por otro lado, en el caso de que y = 0, se tiene que y, = y,=Í yr =r,=3/x?+ e y en 


consecuencia, 
0, = =| =- ——— ay — | ——_—— Txy =0. 


En particular, observe que los esfuerzos 0, son máximos, constantes e iguales a % 
en x = 0, que es el plano sobre el cual se están aplicando las cargas. Este hecho se utiliza 
en el ensayo brasilero para la determinación, de forma indirecta, del esfuerzo máximo a 
tracción que puede soportar el material. El hecho de que los esfuerzos sean constantes 
en x = 0 implica que la falla no iniciará en un punto en específico y, por el contrario, 
todos los puntos sobre el diámetro vertical del cilindro fallarán al mismo tiempo. 

Se debe considerar que la resistencia a la tracción medida mediante el método brasile- 
ro es, por lo general, mayor que la resistencia a la tracción directa, pero menor que la cal- 
culada con el denominado ensayo de flexión (módulo de rotura, norma asrm C78/C78M- 
21). Además, la muestra cilíndrica debe fracturarse exactamente a lo largo de su diáme- 
tro vertical, es decir, en el plano x=0, para que el resultado del ensayo sea considerado 
confiable. 


6.13.6. El problema de Boussinesq: cargas puntuales en medios 
seminfinitos 


Un problema fundamental de la teoría de cimentaciones es la determinación de los es- 
fuerzos, deformaciones y desplazamientos en la masa del suelo debido a una carga pun- 
tual P. Este problema fue abordado por el matemático y físico francés Joseph Valentin 
Boussinesq (1842-1929) en 1888, asumiendo que el suelo es un sólido elástico lineal, ho- 
mogéneo, isótropo y seminfinito. Dichas condiciones distan bastante de las propiedades 
mecánicas del suelo; sin embargo, los resultados que presentaremos en esta sección le 
darán al ingeniero una idea del orden de magnitud de los esfuerzos y desplazamientos 
que pueden suceder. Obviamente, el ingeniero debe usar su criterio en la interpretación 
de dichos resultados. 

Consideremos que la carga puntual P actúa en el origen de coordenadas, como se 
ilustra en la figura 6.33. Aquí mismo se aprecia el plano z = a, el cual se encuentra 
en la masa del suelo, por lo que a < 0. Dado que existe simetría axial, este problema 
se puede considerar como un estado de esfuerzos axisimétrico, por lo que es posible 
utilizar la función de tensión de Love, analizada en la sección 6.12.2, para la solución de 
este problema. 

En Jog (2015, sección 6.6.14), se explica que utilizando la función de tensión de Love 


b(r,z) = BR+AzIn(R +2) (6.101) 


podemos solucionar el problema de Boussinesq; aquí R = Vr? + 22. 
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Semiespacio 
elástico 


Figura 6.33. Problema de Boussinesq. La carga P aplicada en el origen de coordenadas 
induce unos esfuerzos en el semiespacio elástico, lineal, homogéneo e isótropo; en 
particular, en el plano z = a se producen los esfuerzos 0, mostrados. En el mismo plano se 
puede observar un anillo de radio r y de ancho dr, que corresponde a un diferencial con un 
área 27rr dr. Tenga en cuenta que la carga P es la única carga aplicada sobre el plano z = 0. 


Como se mencionó en la sección 6.12.2, la función (6.101) debe satisfacer el biarmó- 
nico V* = 0 dado por la ecuación (6.61). El cálculo de dicho biarmónico lo podremos 
efectuar con el siguiente código de Maxima: 


1/* Se especifica que r>0 y que a<0 */ 

2 assume(r>0, a<0)$ 

3 

a|/* La función de tensión de Love depende únicamente de r y z, ec. (6.101) x*/ 
SIR: sqrt(r?2 + 202); 

s|phi : BxR + Axzx*log(R+z); /x* log(R+z) es el logaritmo natural de R+z x/ 
7 

s /* Se define el laplaciano en el caso axisimétrico, ecuación (6.54) x/ 

ol lapl(f) := (1/r)*«diff(r*diff(f,r),r) + diff(f,z,2)$ 

10 

u|/* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Love x/ 

2 bphi : factor(lapl(lapl(phi))); /x* bphi valdrá cero x/ 


| /x Se verifica que el biarmónico se satisfaga x/ 
w|1f bphi = O then 
16 print("El_biarmónico,se satisface") /* esto es lo que se imprimirá x*/ 


UI 
¡91 
uN) 


17 
18 
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else 
print("El biarmónico,_NO_se, satisface")$ 


En la línea 2 del código se especifica que r es un número positivo y que a es un número 
negativo; las líneas 5 y 6 definen la función f de acuerdo con la ecuación (6.101); las 
líneas 8 a 12 estiman V*f, y en las líneas 15 a 18 se verifica que la igualdad V*¿H = 0 se 
satisfaga. De hecho, la función (6.101) satisface el biarmónico (6.61). 

Una vez definida la función de tensión de Love (, se estiman los esfuerzos (6.59) y 
los desplazamientos (6.60): 


/x Se definen los esfuerzos por medio de la función de tensión de Love x/ 
sr : diff(nu*xlapl(phi) - diff(phi,r,2), z)$ 
st : diff(nuxlapl(phi) - (1/r)*diff(phi,r), z)$ ec (659) 
sz : diff((2-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2), z)$ 
trz : diff((1-nu)xlapl(phi) - diff(phi,z,2), r)$ 


/* Se definen los desplazamientos empleando la función de tensión de Love x/ 
ur: -((1+nu)/E)*diff(phi,r,1,z,1)$ ITESO ES 
w : ((1+nu)/E)x(2x(1-nu)xlapl(phi) - diff(phi,z,2))$ 


de modo tal que estos quedan en función de las constantes A y B con las cuales estaba 
definida la función (6.101); de esta forma: 


olr.z)= sl (2vr? — 32? + 2v2?) A + (2vr? — 1? + 2v2? - 42?) B) (6.102a) 
Tr r,z) = =( (2vr? — 32? + 2v2?) A + (2vr? — 1? + 2v2? - 42?) B). (6.102b) 
R3 
Para determinar el valor de dichas constantes, se emplea la información provista por 
las condiciones de frontera. Se sabe que para z = 0 no se tienen ni esfuerzos normales 
o, ni esfuerzos cortantes 7,.; de hecho, utilizando (6.102a), se observa inmediatamente 
que o,(r, 0) = 0 y, con la ayuda de (6.102b), se obtiene: 


2vA + (2v-1)B 
O) ie =er a (6.103) 


Adicionalmente, al considerar el equilibrio interno en el seno del medio, en el plano 
infinito ubicado en z = a, donde a < 0, debe cumplirse que las fuerzas producidas por 
los esfuerzos 0, sean iguales a la carga P aplicada, por lo que 


/ o. r,z) 21nrdr-P=0 para cualquier z = a. (6.104) 
0 _—_—— 


área de un 
diferencial 


La fórmula anterior se calculará en la línea 35, dando como resultado: 
-2m((2v -1)A + (2v-2)B) -P=0, (6.105) 


como lo confirma el siguiente código de Maxima: 


e) 
07] 
Ha 


28 
29 


3 


ey 
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/* Se establecen las condiciones de frontera */ 
/x sz y trz en el plano z = O valen cero para r>0 x/ 
ev(sz, z=0) = O; /x Da 0=0, se cumple x/ 


egl : eví(trz, z=0) = 0; /x* ecuación (6.103) */ 
/* Sobre cualquier plano z=a, la integral de los sz vale +P x/ 


eg2 : integrate(ev(sz, z=a) * 2x%pixr, r, 0, inf) - P =0; /x ec. (6.104) */ 


El sistema de dos ecuaciones (6.103) y (6.105) con las dos incógnitas A y B se resuelve 


constantes : solve([eql, eq2], [A, B1), factor; 


para obtener: 


_ (1=2y)P vP 


A . 
2711 TT 


Al reemplazar dichas constantes en los valores de los esfuerzos y desplazamientos calcu- 
lados entre las líneas 19 y 29, 


/* Se reemplazan las constantes A y B en los esfuerzos y desplazamientos: */ 
sol1 : [sr, st, sz, trz, ur, w], constantes$ 


/* Estos son los esfuerzos y desplazamientos como usualmente aparecen */ 

/* en la literatura, que se escriben como las ecuaciones (6.107) y (6.106)x*/ 
srl. : (P/(2x%pixR"2))x(-3xr92*z/R"3 + (1-2*nu)*R/(R+z))$ 

stL : ((1-2xnu)xP/(2*%pixR"2))x*(z/R - R/(R+z))$ 

szL  : -3xPxz203/(2*%pix*R"5)$ 

trzL : -3xPxrx*z02/(2x*%pi*R"5)$ 

url: ((1+nu)*xP/(2x%pixE*R))x*(r*z/R92 - (1-2x*nu)x*r/(R+z))$ 

wL ¿ ((1+nu)x*P/(2x%pixE*R))*(2*(1-nu) + 202/R92)$ 


sol2 : [srL, stL, szL, trzL, urL, wL]$ 
/x Esta última línea imprime [0, 0, 0, O, 0, 0], lo cual indica que x/ 


/* obtuvimos los mismos resultados reportados en la literatura x*/ 
factor(sol1l - sol2); 


obtenemos los desplazamientos 


ura) 


Er (E- A) 


2TER AR? R+z 


(1+v)P 


w(r,z) = E (21 v) SF e 


(6.106) 
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y los esfuerzos buscados 
P 3r2z  (1-2v)R 
e NH 
2TR R op 
(1 - 2v)P a R ] 
NI 
pz 


211TR* 
3Prz? 


271 R* 


canal 
(6.107) 


aL r,z)=-= 


Trlr,2)== 


recordando que R = Vr? + z?, que para el caso axisimétrico T,g = Tgz = O y que va = 0. 

Tenga en cuenta que la solución que nos provee Maxima tiene una presentación di- 
ferente de la aquí mostrada, por lo que utilizamos el código de las líneas 40 a 53 para 
verificar que ambas respuestas sean iguales desde el punto de vista algebraico. 

Por último, observe que en el origen del sistema de coordenadas ((r, z) = (0, 0)) se 
tiene que R = 0; en consecuencia, en el punto de aplicación de la carga existe un punto 
de singularidad en las ecuaciones, para el cual las fórmulas estimadas anteriormente no 
son válidas. 


6.14. Ejercicios propuestos 


1. Deduzca las ecuaciones (6.2). 
2. Demuestre que las fórmulas dadas en (6.4) son todas equivalentes. 


3. Deduzca los vectores (6.5). 


4. 8 Deduzca manualmente (algebraicamente) y también utilizando Maxima: 


El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional en coordenadas ci- 
líndricas, como se hace en la sección 6.3. 


+. Las ecuaciones (6.40). 


+ Ley de Hooke para el caso de tensión y deformación plana, cuando se expre- 
san estas en coordenadas cilíndricas. 


+ La ecuación de compatibilidad (6.51). 
5. Verifique que las ecuaciones (6.18) y (6.20) son equivalentes. 


6. Explique por qué el siguiente programa de Maxima: 


356 


1 
2 
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/* Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, t y z */ 
/x* y que r y t son funciones de x y de y x/ 

depends([fr, ft, fz1l, [r, t, z1l); 

depends([r, t]l, [x, yl); 


/* Se especifican las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy x*/ 
gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) x/ 
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) x+/ 


/* Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) +/ 
fx : fr*cos(t) - ftxrsin(t); 
fy : fr*sin(t) + ftxcos(t); 


/x* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) x/ 
T : matrix( 


[ cos(t), -sin(t), 0 ], 
[ sin(t), cos(t), 0 1], 
[ 0, 0, 1] 
)$ 


/* Se especifican los vectores i, j y k con respecto a la base dada */ 
/x por los vectores r, t, z */ 

i : transpose(T).matrix([1],[0],[01)$ 

j : transpose(T).matrix([0],[1],[01)$ 

k : transpose(T).matrix([0],[01,[11)$ 


/*x Fórmula del rotacional en coordenadas rectangulares (6.16) */ 
trigreduce((diff(fz,y)-diff(fy,z))*i + 

(diff(fx,z)-diff(fz,x))xj + 

(diff (fy,x) -diff(fx,y))xk); 


sirve para calcular el rotacional en coordenadas cilíndricas de una forma alterna 
a la descrita en la sección 6.3.4. 


= Se sabe que la relación entre coordenadas rectangulares y coordenadas esfé- 
ricas está dada por las ecuaciones (figura 6.34): 


x =rsin0cosq r=y xa? + y? + 2? 


y =rsin0sinqp cos O = 


> 


R|e=z Ia 


z=rcos0 tan p = 


y que a partir del sistema de coordenadas esféricas puede definirse una base en 
cada punto del espacio, mediante los vectores tangentes a las líneas coordenadas. 
Esta nueva base puede relacionarse con la base en coordenadas rectangulares me- 
diante las relaciones: 


F = sin O cos pi + sin O sin pj + cos Ok 
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Ó = cos O cos pi + cos O sin pj— sin Ok 
$ =-—sinpi+cosgj. 


Valiéndose de esta información, demuestre las siguientes expresiones en coorde- 
nadas esféricas: 


+ Gradiente: 
vf= ef. MEA E Or, 
rr 290 *rsinO op 


+ Laplaciano: 


IN a 0 hy, 1 ef 

y? 
- 0 j 
Aa a or (e or ): r? sin 0 08 Sn 90)  r?sin?0 dp? 


» Divergencia: 


19(r%A;) | 1 9(Aosin0) 1 OA, 


Ns . 
y r? or r sin 0 00 rsin0 op 


+. Rotacional: 


Figura 6.34. Sistema de coordenadas esféricas. El punto P tiene coordenadas 
esféricas (r, 0, p). Observe que los vectores unitarios ?, Ó y f indican 
las direcciones en las que crecen, respectivamente, las variables r, 0 y y. 
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6.14. EJERCICIOS PROPUESTOS 


1 o(A, sin 0) JAsA. 
A = 
cd rsin 0 00 op d 
1f 1 94, 0(rA,) de pa a , 
ri sinó dy or ri or 20 )* 


Utilice para estas demostraciones Maxima. 


¿Cuándo cree usted que debería utilizarse un sistema de coordenadas esféricas? 


. Considere la función f = 22? — x? — y?. Conviértala a coordenadas cilíndricas y 


calcule su gradiente y laplaciano por coordenadas cilíndricas y por coordenadas 
rectangulares. Compare ambas respuestas. 


. Demuestre que en coordenadas cilíndricas: T,g = Toy, Trz = Tar Y Tóz = Tzb- 


Deduzca la ecuación de equilibrio (6.34b) utilizando el enfoque explicado en la 
sección 6.5.2. Repita la deducción sin tener que emplear expansiones en series de 
Taylor, siguiendo pasos similares a los explicados en la sección 5.1. 


Deduzca las ecuaciones (6.37). 


Deduzca las ecuaciones (6.40) algebraicamente (siguiendo el procedimiento indi- 
cado en la sección 6.6.2). 


Deduzca las ecuaciones (6.63) algebraicamente. 


Hacer un programa de Maxima para demostrar que para la dilatación cúbica 
€ = Ez +€y +E¿= €, + Eg + €z. Pista: trigreduce(ex+ey+ez); 


¿Es posible formular la ley de Hooke para materiales ortótropos en coordenadas 
cilíndricas? ¿Bajo qué condiciones es válida dicha formulación? 


3 ; 

Haga un programa de Maxima para encontrar las ecuaciones de Hooke co- 
rrespondientes a los estados de tensión y deformación plana en coordenadas po- 
lares, y la ley de Hooke para el caso de simetría axial. 


Deduzca las condiciones de equilibrio en la frontera expresadas en coordenadas 
cilíndricas. 


Haga un programa de Maxima para deducir las ecuaciones de compatibili- 
dad en términos de esfuerzos a partir de las ecuaciones (5.13). 


Verifique las ecuaciones de Beltrami (6.49). 


Demuestre la ecuación (6.50). 
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21. 


22: 


ZO 


24. 


23 


26. 


27. 


20: 


VO 0 JJ Dd 0 a 4 NN. 


Deduzca las ecuaciones diferenciales de compatibilidad bidimensionales mostra- 
das en la sección 6.10.2. 


Deduzca las ecuaciones de Cauchy-Navier descritas en la sección 6.11. 


Deduzca la función de tensión de Airy teniendo en cuenta fuerzas másicas varia- 
bles en el espacio. 


Convierta las fórmulas deducidas en este capítulo de coordenadas cilíndricas a 
coordenadas rectangulares. 


Repita el análisis hecho en la sección 6.13.1, pero esta vez para un cilindro. Ten- 
ga en cuenta que, en este caso, se debe emplear la ley de Hooke para el caso de 
deformación plana. Aquí la figura 6.9 representaría una sección de cilindro. 


Repita el análisis hecho en la sección 6.13.1, pero esta vez teniendo en cuenta los 
efectos térmicos. Para tal fin, modifique la ley de Hooke usando lo explicado en la 
sección 4.10, asumiendo que el cambio de temperatura es el mismo para todo el 
disco. Si se considera que la velocidad angular del disco es cero, ¿en cuánto se debe 
aumentar la temperatura del disco de modo tal que su radio interior se expanda 
una cantidad Ar;? 


Encuentre las expresiones correspondientes a los desplazamientos del problema 
de huecos en láminas analizado en la sección 6.13.2. Pista: utilice la ley de Hoo- 
ke (6.46) y las ecuaciones (6.40). 


Q Valiéndonos del siguiente programa de Maxima, verifique que la función 
(6.72) es la solución a la ecuación diferencial (6.56). Explique cada una de las líneas 
de este programa: 


depends(f, xi)$ 
depends(xi, r)$ ies e tetra griega E */ 
gradef(xi, r, diff(log(r),r))$ /x xi = log(r) <<==>> r = exp(xi) x/ 


lapl(f) := diff(f,r,2) + (1/r)*diff(f,r) 
+ (1/r52)*diff(f,t,2) + diff(f,z,2)$ 


phi : fx*cos(2x*t)$ 

biarmonico : factor(lapl(lapl(phi))) = 0$ 
eql : factor(r”4*biarmonico/cos(2xt))$ 
eq2 : subst(f(xi), f, eql1)$ 


atvalue(f(xi), xi=0, C0)$ 
atvalue('diff(f(xi),x1,1), xi=0, C1)$ 
atvalue('diff(f(xi1),x1,2), xi=0, C2)$ 
atvalue('diff(f(xi1),x1,3), xi=0, C3)$ 
desolve(eq2, f(xi))$ 
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wvlev(%, xi = log(r))$ 
20) f(r) = collectterms(rhs(%), 1/r72, r?2, r”4); 


29. De acuerdo con lo explicado en la sección 6.13.2, surge la pregunta: ¿cuál es la 
ubicación óptima para realizar la extracción de núcleos de concreto en una viga? 
Justifique su respuesta. Es relevante mencionar que la extracción de núcleos de 
concreto en vigas está reglamentada en la Norma Técnica Colombiana NTC 3658, 
la cual es una adaptación de la norma asrTm C42M. 


30. Demuestre que el vector de deformaciones iniciales asociado al cambio de tempe- 
ratura AT, para un material lineal elástico isótropo, en el caso axisimétrico está 


dado por 


EAT 
gl = ect y 1, 1, o]; 
1-=2y 


aquí, a representa el coeficiente de dilatación térmica lineal del material, E su 
módulo de elasticidad y v su coeficiente de Poisson. 


6.15. Preguntas de control de lectura 


1. ¿Cuándo es conveniente utilizar un sistema de coordenadas cilíndricas? 
2. ¿Qué significado físico tienen las ecuaciones de equilibrio? 


3. ¿Qué significado físico tienen las particularizaciones de las ecuaciones de equili- 
brio (6.33)? ¿En qué situaciones son aplicables? 


4. ¿Para qué sirve y cómo se utiliza la función gradef de Maxima? ¿Por qué se empleó 
repetidamente esta función en los códigos mostrados en este capítulo? 


5. ¿Bajo qué hipótesis son válidas las ecuaciones (6.40) y (6.63)? 
6. ¿Qué significado físico tienen las ecuaciones de compatibilidad? 
7. ¿Para qué sirven las ecuaciones de Cauchy-Navier? 


8. ¿Cuáles de las fórmulas mostradas en este capítulo son válidas para materiales con 
comportamiento elástico no lineal? 
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APÉNDICE 


Suplemento matemático 


En este apéndice se presenta un compendio de fórmulas y conceptos que muy probable- 
mente se estudiaron en los cursos de matemáticas, de forma previa a la lectura de este 
texto. Por lo tanto, no es su propósito presentar al lector por primera vez dichos concep- 
tos, sino compilar las ecuaciones y definiciones que ayuden a recordar rápidamente los 
temas que se han referido a lo largo del libro. 


A.1. Identidades trigonométricas 


A continuación, se resumen algunas identidades trigonométricas importantes: 


1-cos20 1+c0s280 
sin? 0 +cos?8 =1 sin? 9 = a cos? O = + 


Identidades de suma y diferencia de ángulos: 
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin( y) 


cos(x + y) = cos(x) cos( y) + sin(x) sin( y) 
tan(x) + tan(y) 


e 1 + tan(x) tan(y)' 
Identidades de doble ángulo: 
sin 20 = 2 sin O cos O cos 20 = cos? O — sin? 6. 


A. SUPLEMENTO MATEMÁTICO 


A.2. Planos 


En el espacio IR?, un plano es una superficie bidimensional plana, que se extiende infini- 
tamente en todas las direcciones y que contiene un número ilimitado de puntos y rectas. 
En este caso, un plano es un subespacio bidimensional de IR$. 

Un plano se puede definir por su vector normal n = [a, b, c]” y un punto xy = 
[Xo, Yo, Zo]* contenido en él. Si denotamos por x = [x, y, z]* un punto genérico del 
plano, se sabe que el vector x — xy pertenece al plano. Como el vector n es normal a 
cualquier recta que pertenezca al plano se tiene que n - (x — xp) = 0, es decir, 


alx -— xp) +b(y- yo) + c(z- Zo) =0. 


En el caso particular de que el plano pase por el origen del sistema de coordenadas, 
entonces, xy = 0 y, en consecuencia, la ecuación anterior se reduce a 


ax+by+cz=0. 


A.3. Función 


Para establecer la noción de función, es necesario comenzar recordando qué es una re- 
lación. En matemáticas, una relación es la correspondencia entre un primer conjunto 
llamado dominio y un segundo conjunto llamado rango, de manera tal que a cada ele- 
mento del dominio le corresponde uno o más elementos del rango. 

Por su parte, una función es una relación a la cual se le agrega la condición de que 
a cada elemento del dominio le corresponde únicamente un elemento del rango. De lo 
anterior se concluye que todas las funciones son relaciones, pero no todas las relaciones 
son funciones. La manera habitual de denotar una función es f : D > R, donde f 
representa la función, D es su dominio y R es su rango; también se suele escribir x > 
f(x), siendo x e D. Finalmente, se dice que la imagen de xen R es f(x). 


A.3.1. Función continua 


Se dice que una función es continua en un punto xy si existe el límite lím,...x, f(x), si la 
función está definida en xp y si ambos valores coinciden, o sea, si lim, x, f(x) = f(xo). 
Si alguna de estas tres condiciones no se cumple, se dice que la función f es discontinua 
en Xy. Una función f : X > Y es continua en un intervalo I € X si la función es continua 
para todo punto x € 1. 

Se dice que una función f es continua por la izquierda en el punto xo si el límite lateral 
por la izquierda y el valor de la función en el punto son iguales, es decir, lím,....; f(x) = 
f(x0). Por otra parte, se considera que una función f es continua por la derecha en el 
punto xy si el límite lateral por la derecha y el valor de la función en el punto son iguales, 
esto es, lím,-,¿ f(x) = f(x0). Para que una función sea continua en el punto xp se 
requiere, por lo tanto, que sea continua por la izquierda y sea continua por la derecha en 
el punto xy, esto es, lim... f(x) = lim: f(x) = f(xo0). 
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A.4. Campo vectorial 


Un campo vectorial es una función que asocia un vector a cada punto del espacio eucli- 
diano, de la forma f : IR” > IR”. Los campos vectoriales se utilizan a menudo en la física 
para modelar la velocidad y la dirección de un fluido que se mueve a través del espacio, 
O la intensidad y la dirección de una fuerza, como la electromagnética o la gravitatoria, 
pues cambian punto a punto. Un caso típico de campo vectorial en la mecánica de sóli- 
dos es el de desplazamientos de un sólido, que se ilustra para una viga empotrada en la 
figura 3.2; en este caso, observe que a cada punto del espacio le corresponde un vector, 
simbolizado por una flecha, cuya cola se ubica en el punto (x, y) y su cabeza indica el 
desplazamiento sufrido por el punto ubicado en la posición (x, y). 

Consideremos otro ejemplo. La función f(x, y) = xexp (-x?-— y?) tiene como gra- 
diente 

(1 - 2x2) exp (-x? - y?) 
v/(5))=| -2x y exp (=x? - y?) > 

este gradiente forma un campo vectorial, ya que es un vector que depende del vector po- 
sición [x, y]”. Este campo vectorial se puede dibujar utilizando los siguientes comandos 
de Matlab, lo que permite obtener la figura A.l. 


[x,y]1 meshgrid(-2:0.2:2); 
f = X.*exp(-X.22 - y.72); 


[dx,dy] = gradient(f, 0.2, 0.2); 
figure 

contour (x,y,f); 

hold on 


quiver(x,y, dx,dy, 'r'); 

xlabel('Eje_x'); ylabel('Eje,_ y”); 

title((['Curvas,de_nivel de, la función f_y', +... 
"campo, vectorial asociado, al gradiente, de _f')); 


A.5. Notación tensorial de Voigt 


La notación de Voigt, propuesta por el físico e ingeniero aeronáutico alemán Woldemar 
Voigt (1850-1919), se utiliza para representar un tensor simétrico como otro tensor de 
un orden menor. 

Por ejemplo, considere la matriz simétrica de tamaño 2 x 2 X (tensor simétrico de 


orden 2) 
X= (e de) 
xa *X2 


la cual contiene tres elementos distintos: dos en la diagonal y el otro fuera de esta. Dicha 
matriz se puede expresar como el vector (tensor de orden 1) 


(xa, X22> xp). 
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Curvas de nivel de la función f y 
campo vectorial asociado al gradiente V f 


Eje x 


Figura A.1. Campo vectorial formado por el gradiente de la función 
FG) =xExp (=x? - y?). En este gráfico se puede apreciar claramente 
el hecho de que el gradiente de una función es ortogonal a las curvas de nivel. 


Otro ejemplo se muestra a continuación. La matriz 


Exx Exy €xz 
x P 

a Eyy Eyz 
A] 

Exz € yz Ezz 


se puede expresar utilizando la notación de Voigt como un vector de dimensión 6: 


T uN 
€=lExx> €yy €zz» €yz» €xz» €x =|€l) €2) €3, €4, €s, €6 
yy y y 


A.6. Regla de la cadena 


La regla de la cadena se utiliza en cálculo para determinar la derivada de la composición 
de funciones. Por ejemplo, si z = f(y) y y = g(x), entonces, 
dz dzdy .,, rc , 
TOPE 
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A.7. EXPANSIÓN EN SERIES DE TAYLOR 


En el caso de que tengamos una función f(t,x1(t),...,xn(t)), que es una función 
de t y delas n variables x;, que dependen a su vez de la variable independiente £, se tiene 
por la regla de la cadena que 


af Of 2 af 

dt 0t Gox; dt” 
aquí, la expresión d se conoce como la derivada total de f con respecto a t. Por ejemplo, 
sean las funciones f(x, y), x(t) y y(t). De acuerdo con la regla de la cadena: 


df(t) _ 0f(x y) dx(t) , of (e y) dy(t) 


di Ox di oy di 
Finalmente, si se tiene una función f(u(x), ..., us(x), ..., un(x)), que es una fun- 
ción de las n variables 4; que dependen a su vez del vector de variables independientes 
x=Í[X1, ..., Xj, -.., Xm]!, se tiene por la regla de la cadena que 
of of 0u,; ; 
= =1l,..., m. 
0Xj 2, du; Ox; para J úl 


A.7. Expansión en series de Taylor 


Las expansiones en series de Taylor, llamadas así en honor al matemático británico Brook 
Taylor (1685-1731), permiten aproximar funciones por polinomios alrededor de un pun- 
to. Estas tienen dos versiones: una unidimensional y otra multidimensional, que se repa- 
sarán a continuación. 


A.7.1. Expansión en series de Taylor en una variable 


La serie de Taylor de una función real o compleja f(x), que es infinitamente diferenciable 
en un vecindario de un número real o complejo xp, está dada por la serie de potencias 


co f(n) Xo 
f(xo + Ax) = 2, LP 0 py 


n! 


es decir, 


E f' (xo) $ (ta) 2 FO (x0) 3 
f(xo + Ax) = f (x0) + a Ax + a Ax + Ax he. 


De manera alternativa, la expresión anterior se puede escribir, haciendo Ax = x — Xp, 
como 


E f' (xo) f" (xo) 2 LO (xo) 3 
$ (0) =f (20) + (00) + y (a 10) + az (a 10) ++ 


367 


A. SUPLEMENTO MATEMÁTICO 


donde n! indica el factorial del número n y f(" (xo) denota la derivada n-ésima de f 
evaluada en el punto xo; la derivada cero de f, esto es, £(%, se define como la función f 
misma y los términos Ax? y 0! son ambos iguales a 1. En el caso particular en que xp = 0, 
la serie de Taylor se conoce también como la serie de Maclaurin, en honor al matemático 
escocés Colin Maclaurin (1698-1746). 

El objetivo de usar series de Taylor es, principalmente, aproximar funciones “feas”, 
pero diferenciables, por medio de unos sencillos polinomios en función de Ax con los 
cuales, por obvias razones, será más agradable trabajar. Lo anterior debido a que una de 
las funciones con las que es más fácil operar son los polinomios, ya que son sencillos de 
evaluar, derivar e integrar. Dicha aproximación polinómica solo será válida cerca a un 
punto xo; si la distancia Ax a dicho punto es pequeña, se espera que la aproximación sea 
de excelente calidad. 

En este punto se recomienda al lector mirar el comando taylortoo1 del toolbox de ál- 
gebra simbólica de Matlab, para visualizar de una forma interactiva y amigable las series 
de Taylor unidimensionales. 


A.7.2. Expansión en series de Taylor en varias variables 


La serie de Taylor para funciones multivariadas alrededor del punto (a;, a», ..., ag) se 
define como 


a S S (x1 = a)--(xg - ag)" Dreta 
Ane 2 2, n!--«ngl Oxpt- Ox (41, ..., 44). 


Por ejemplo, para una función que depende de dos variables x y y, la aproximación 
en series de Taylor alrededor del punto (xo, yo), que considera únicamente los términos 
de segundo orden es 


lo) lo) 
Ho + Ax, yo + Ay) xs f (ao, yo) + bx E > 
dx (x0,y0) y (x0,Yo) 
2 3 2 
po pe El +2AxAy E ray , 
2! A Ox0y y oy bed 


y se denomina expansión truncada en series de Taylor de segundo orden. 


A.7.3. Aproximación de ángulos pequeños 


La aproximación de ángulos pequeños es un procedimiento bastante utilizado en inge- 
niería cuando se hacen deducciones en las que los ángulos a tener en cuenta son muy pe- 
queños; esto se hace con el objeto de simplificar considerablemente las demostraciones. 
Esta técnica solo es válida en el límite cuando el ángulo tiende a cero y es básicamente 
una aproximación de primer orden (linealización) de las funciones trigonométricas que 
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trunca su correspondiente serie de Taylor, de modo que cuando el ángulo se mide en 
radianes, 


sinx Ñ* x 
x? 
cos x «10 también 1— > (si se utiliza una aproximación de segundo orden) 


tanx = x. 


La aproximación anterior se puede justificar observando las series de Taylor de las 
funciones trigonométricas 


oo =] 3 5 
sinx = Sr ed =x-L+%-... para todo x 
ES 2 (nn 315 
1 2 4 
cosx= 3 al Ñ =1= =p + y 0 Para todo x 
n ! 
2 Banl-4)"(1- 4” 3 2 
tanx = a ) Ey E para |x| < —, 
al (2n)! 3-15 


donde los B,, son llamados números de Bernoulli, que están definidos por 


(n+v)” 
AS 
Cuando el ángulo x es menor que un radián, las potencias x?, x*,... decrecen rápidamen- 
te y, por lo tanto, muy pocas de ellas son necesarias. Entre más pequeño sea x mucho 
más rápido decrecerán las potencias x?, x?, ..., lo cual justifica el truncamiento de la 
serie de Taylor. 

Utilizando el siguiente código de Matlab: 


(0:1:10)'x*p1/180; 

sin(x); error_s = 100xabs(s-x)./S; 
= Cos(x); error_c 100xabs(c-1)./c; 
= tan(x); error_t = 100xabs(t-x)./t; 


+oun ax 
| 


[x*180/pi x  s error_s  cerror_c  terror_t] 


obtenemos la tabla A.1. En ella podemos ver, por ejemplo, que los errores de aproxima- 
ción de ángulo pequeño para 5” del seno, coseno y tangente de x es 0.127 %, 0.382 % y 
0.254 %, respectivamente. 


A.8. Optimización de una función sujeta a una restricción 
de igualdad 


El método de los multiplicadores de Lagrange se utiliza para encontrar el mínimo o el má- 
ximo local de una función, sujeta al cumplimiento de una o de varias igualdades. A con- 
tinuación, repasaremos este método cuando únicamente está implicada una restricción. 
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Tabla A.1. Valor de las funciones trigonométricas para diferentes ángulos 


Ei (Ra A sin(0) (Error) cos(0) (Error) tan(0) (Error) 

0 0 0 (0%) 1(0%) 0(0%) 

1 0.0175 0.0175 (0.0051%) 0.9998 (0.0152%) 0.0175 (0.0102 %) 
2 0.0349 0.0349 (0.0203%) 0.9994 (0.0610%) 0.0349 (0.0406 %) 
3 0.0524 0.0523 (0.0457%) 0.9986 (0.1372%) 0.0524 (0.0914 %) 
4 0.0698 0.0698 (0.0813%) 0.9976 (0.2442%) 0.0699 (0.1625 %) 
5 0.0873 0.0872 (0.1270%) 0.9962 (0.3820%) 0.0875 (0.2540 %) 
6 0.1047 0.1045 (0.1830%) 0.9945 (0.5508%) 0.1051 (0.3658 %) 
7 0.1222 0.1219 (0.2492%) 0.9925 (0.7510%) 0.1228 (0.4980 %) 
8 0.1396 0.1392 (0.3257 %) 0.9903 (0.9828%) 0.1405 (0.6507 %) 
9 0.1571 0.1564 (0.4124%) 0.9877 (12465%) 0.1584 (0.8238 %) 
10 0.1745 0.1736 (0.5095%) 0.9848 (1.5427%) 0.1763 (1.0175 %) 


Supongamos que deseamos minimizar la función f(x), donde x e IR”, cumpliendo 
con la restricción g(x) = c, siendo c una constante. El método de los multiplicadores de 
Lagrange consiste en convertir el problema de optimización con restricciones de igual- 
dad en uno sin restricciones, cambiando la función objetivo. En este caso, se minimiza 
la llamada función lagrangiana, la cual está dada por 


L(x,1) = f(x) - Mg(x) - c). 


Aquí la constante desconocida 1 se denomina multiplicador de Lagrange. Para minimizar 
L, se deben calcular todas sus derivadas y se deben igualar a cero, de donde resulta: 


LA 8, 
ox  0x dx 
OL 

31747 8(x) =0. 


En conclusión, la solución al problema de minimización se encuentra al resolver simul- 
táneamente las ecuaciones V f(x) = q = y = AVg(x) y g(x) = c; esto significa 
que la solución se encuentra sobre la superficie g(x) = c en un punto que cumpla la 
condición necesaria Vf(x) = 1Vg(x), es decir, en un punto en el que las funciones f 
y g tengan gradientes que apuntan en la misma dirección. Finalmente, se debe emplear 
algún método para verificar que el punto que satisfaga las dos igualdades anteriores sea 
un mínimo de f, ya que este podría ser también o un máximo o un punto silla. 


A.9. Ecuaciones paramétricas 


Considere dos funciones continuas f(t) y g(t) definidas en el intervalo [ p, q]. El con- 
junto de pares ordenados (£f(t), g(t)), para todo t e [p, q], se denomina curva plana 
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C. Las ecuaciones x = f(t) y y = g(t) se conocen como las ecuaciones paramétricas de 
C, siendo t el parámetro de dichas ecuaciones. Cuando se dibuja el conjunto de puntos 
(x, y) = (f(8), g(t)) para todo t e [p, q] aparece el llamado gráfico de la curva C. Por 
simplicidad, no distinguiremos entre una curva y su gráfica. Al dibujar la curva plana 
con valores crecientes de t e [ p, q], esta se grafica en una dirección específica, lo que se 
conoce como la orientación de la curva. 

Se dice que una curva paramétrica es cerrada cuando (f(p), g(p)) = (F(4), g(q)); 
en el caso de que la curva paramétrica no se interseque consigo misma en ningún otro 
punto, se dice que la curva paramétrica es cerrada simple. 

Una curva C puede tener diferentes funciones f y g que la describan. Para evitar tal 
arbitrariedad, es posible parametrizar la curva con respecto a la longitud de arco, la lla- 
mada parametrización normal; usualmente el parámetro de dichas ecuaciones se denota 
como s. En este caso, es factible demostrar que el vector tangente a la curva C está dado 


F 
d d pda cid 
por el vector [Le, al , el cual es un vector unitario que apunta en la dirección en 


P 
la que la curva C se grafica; el vector normal a la curva está dado por ES , 4 | A 


siendo también este un vector unitario. 


Ejemplo 


Una curva paramétrica famosa es la denominada curva de Lissajous,** la cual describe 
un tipo especial de movimiento armónico representado por el sistema de ecuaciones 
paramétricas x(t) = Asin(at +c) y y(t) = Bsin(bt). El siguiente código de Matlab 
sirve para ilustrar dicha curva: 


t = linspace(0, 2xpi, 20000); 


x = cos(5*t); 

y = sin(7xt); 

figure; 

plot(x, y); % gráfica la curva paramétrica 

hold on; % los comandos siguientes no borrarán la figura 
comet(x, y); % este comando muestra el sentido de la curva 
axis equal tight %ejes iguales y ajustados 


xlabel('x(t)”) 
ylabel ('y(t)”) 
title('Ecuación paramétrica de, Lissajous'); 


La salida del código anterior se muestra en la figura A.2. Se sugiere ejecutar este código, 
ya que el comando comet, de la línea 8, reproduce una animación que ilustra la orienta- 
ción de la curva. 


88 — Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Lissajous_curve. 
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y 
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x(t) 


0.8 -0.6 -0.4 


Figura A.2. La curva de Lissajous es un ejemplo clásico de curva paramétrica. La curva 
mostrada se describe por el par de ecuaciones x(t) = cos(5t) y y(t) = sin(7t). 


A.10. Divergencia 


En el cálculo vectorial, la divergencia es un operador vectorial que muestra la tendencia 
de un campo vectorial a contraerse o expandirse alrededor de un punto, tal y como se 
ilustra en la figura A.3. La divergencia de un campo vectorial g(x, y, z) := g,(x, y, 2)1+ 
L£y (0,952) j+ g.(x, y, z)k continuamente diferenciable se define, en R3, por el escalar: 


, o  08x(x,y,2) 0gy(x,y,Z)  0g.(x,y,z) 
e de e rd e E ES 


Cuando div g(x, y, z) > 0, se dice que el campo vectorial se expande o diverge en el 
punto de coordenadas (x, y, z), mientras que si div g(x, y, z) < O el campo vectorial se 
contrae o converge. En el caso de que div g(x, y, z) = 0, se dice que el campo vectorial es 
incompresible. Esta lectura está dada a partir de interpretaciones físicas relacionadas con 
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la mecánica de fluidos, que están fuera del alcance de este libro, y de las de la mecánica 
de sólidos que se abordan en la sección 4.5. 


A.11. El teorema de la divergencia 


En cálculo vectorial, el teorema de la divergencia, también llamado teorema de Gauss o 
teorema de Ostrogradsky, relaciona el valor de la integral de superficie del flujo de un 
campo vectorial a través de una superficie cerrada 02 con la divergencia del campo 
vectorial en el volumen Q encerrado por dicha superficie 0. 

Sean H y Q dos subconjuntos en IR?, tales que A c H es cerrado y acotado y el borde 
de Q, denotado por dí, es una superficie regular o regular a trozos orientada por un 
vector normal unitario ñ := [a, f, y]' dirigido al exterior de O. Sea g : H > R3, un 
campo vectorial g := g, ¡+ g, ¡+ g¿k de clase C*, es decir, g cuenta con derivadas parciales 


Ñ Ñ dex Oy 0%. De des . , 

de primer orden continuas (esto es, É:, 62 “£z “£ ... c£ son funciones continuas). 
dx? dy? 9x” oy Oz 

Entonces: 


IA div gdV = $ g-ñ ds; 
o PIO) 


aquí el operador div g, a veces escrito como Y - g, denota 


08x 08, , 98: 


divg:=V-:g:= 
A 
divg,=2>0 divg, =-2<0 div g, = 
INSTA NXNVITZZZ IAE 
E ARTETA 7 NON 
¡SAA E-EIN A AAA A al 
O O E (e O E A E e de | 7 AS 
=0-- --— Ale ==-  ---— »0 , 4 dE 
pol / 
E E E O: E (E E E CS: O A O 
AAA APALIVANINSA E 
AITOR APIS] A 
¿ILLEFARNAS UN az 
-2 0 2. -2 0 a 
Xx Xx Xx 
(a) (b) (c) 


Figura A.3. En esta figura se muestran tres campos vectoriales: en (a) se ilustra el campo 
vectorial g, = [x, y]?, el cual tiene una divergencia positiva, ya que se observa que las 
flechas del campo divergen o se expanden; la figura (b) presenta g, = [-x,-y]* 
que tiene una divergencia negativa: observe que las flechas del campo vectorial 
convergen o se contraen, y la figura (c) ilustra el campo vectorial g, = [-y, x]”, el cual 
tiene una divergencia nula; aquí las flechas del campo ni divergen ni convergen. 
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y se conoce en el argot matemático como la divergencia del campo vectorial g, dV repre- 
senta un elemento diferencial de volumen de Q y dS denota un diferencial de superficie 
de 00. 

En otras palabras, el teorema de la divergencia sirve para convertir una integral de 
superficie en una integral de volumen. 


A.12. Producto cruz 


En cálculo vectorial, el producto cruz es una operación matemática de dos vectores en 
IR?, a saber: a = [a,, az, az]” y b=[b,, b,, b3]”, y definida nemotécnicamente por 


A A A 


ij k a2b3 — ab, 
axb= a da, d3|]= azb, => ayb; 
b, b, b3 ayb, — azb, 


Si a y b son vectores linealmente independientes, el producto cruz entre ellos genera 
un vector que es perpendicular a ambos y tiene un sentido dado por la regla de la mano 
derecha (ver apéndice A.13). 

El producto cruz también puede representarse como la multiplicación de una matriz 
antisimétrica y un vector, esto es 


axb= a3 0 -d1 b, 
4) a1 0 b3 


El producto cruz puede definirse alternativamente como 
ax b = al b| sin 0ñ, (A.1) 


donde ñ es el vector unitario y ortogonal a los vectores a y b, cuya dirección está dada 
por la regla de la mano derecha, y O es el ángulo menor entre los vectores a y b. La norma 
de (A.1), es decir, | a x b|| = | al| [[b]| [sin 0], es igual al área del paralelogramo que definen 
los vectores a y b. 


A.13. Regla de la mano derecha 


La regla de la mano derecha es un método nemotécnico para 


+ Recordar la posición de los ejes de coordenadas del llamado sistema de coordena- 
das de la mano derecha. 


+ Determinar la dirección y el sentido del vector resultante de un producto cruz. 


+ Recordar el sentido de rotación positiva y el momento positivo en tres dimensio- 
nes alrededor de un eje. 


A.14. ROTACIONAL 


En el primer caso, que se muestra en la figura A.4a, se colocan los dedos de la mano 
derecha en la dirección del eje x y se giran en la dirección del eje y; el dedo pulgar 
apuntará entonces en la dirección del eje z. 

En el segundo caso, cuando se tiene el producto cruz c = a x b, primero se colocan 
los dedos de la mano derecha siguiendo la dirección del vector a y luego se giran los 
dedos en la dirección del vector b; en este caso, el dedo pulgar apuntará entonces en la 
dirección del vector c. 

El tercer caso, que se ilustra en la figura A.4b, resulta cuando se analizan rotaciones 
positivas y momentos positivos en tres dimensiones; aquí es usual representar el vector 
alrededor del cual se hace el giro con una doble cabeza y se ubican los dedos de la mano 
en el mismo sentido del giro o del momento aplicado, de tal forma que las uñas indicarán 
el sentido del giro; en consecuencia, el dedo pulgar indicará la dirección del eje. Alterna- 
tivamente, se agarra el eje con la mano derecha de modo que el dedo pulgar apunte en 
la misma dirección y sentido que el vector. 


Xx 


y) 


(a) (b) 


Figura A.4. La regla de la mano derecha. Observe que, en el caso (b), es usual emplear una 
flecha con doble cabeza para indicar la dirección que debe seguir el dedo pulgar. 


Finalmente, la caricatura que se encuentra en http://xkcd.com/199/ puede ayudar al 
lector a recordar la regla de la mano derecha :-), en caso de que quiera ejemplos adicio- 
nales; de todos modos, se recomienda verla así ya haya comprendido el concepto. 


A.14. Rotacional 


En el cálculo vectorial, el rotacional o rotor (curl en inglés) es un operador vectorial que 
muestra la tendencia de un campo vectorial tridimensional a inducir rotación en cada 
uno de sus puntos. En un punto dado del campo vectorial, el rotacional se representa 
por un vector cuya longitud y dirección caracterizan dicha rotación alrededor del punto 
considerado. 
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Para entender físicamente el concepto de rotacional considere, por ejemplo, un flui- 
do en movimiento. Si ponemos dentro de dicho fluido una pequeña esfera rugosa (de 
modo tal que su centro quede ubicado en el punto (x, y, z), pero que su rotación no esté 
restringida), esta rotará alrededor de cierto eje a medida que el fluido circula sobre la 
superficie de la esfera. El rotacional se puede entender como el vector que tiene la mis- 
ma dirección que el eje de rotación de la esfera y que se ubica de acuerdo con la regla 
de la mano derecha (ver apéndice A.13), en relación con el sentido de la rotación, y cuya 
norma es dos veces la velocidad angular de rotación de dicha esfera alrededor de ese eje. 

Considere un campo vectorial u(x, y,z) = [u(x, y,z), v(x, y,2), w(x, y,z)]'. El 
rotacional del campo vectorial u, denotado por Vxu(x, y, z), rot u o curl u, es el campo 
vectorial definido por 


aja dw dv pjs O 
Voy oz dz 0x)? Lox oy)” 


y se puede expresar de forma más concisa con ayuda del operador nabla 


o [a a 2 
-lox” dy” oz 


como un producto vectorial, calculable mediante un determinante: 


A 


i 
V x u := det 2 
u 


= Qu. 
3 Mo »> 


Debe tenerse muy presente que dicho determinante en realidad no es tal, pues los elemen- 
tos de la segunda fila no tienen argumento y, por lo tanto, carecen de sentido. Además, 
dicho determinante solo puede desarrollarse por la primera fila. En definitiva, la nota- 
ción en forma de determinante solo es una forma nemotécnica para recordar fácilmente 
la expresión del rotacional. 


A.15. Espacio vectorial 


A continuación, se presentarán algunos conceptos asociados a los campos vectoriales. 


A.15.1. Definición 


Un espacio vectorial (real) X es un conjunto de elementos llamados puntos o vectores 
junto con una función llamada suma 


+:XxX>X, 


A.15. ESPACIO VECTORIAL 


y una función llamada multiplicación o producto 


 RxX>X, 


que satisfacen las siguientes propiedades para todo número a, f$ e IR y para todo vector 
Xx, y, ZEX: 


1. 


Ze 


e 


8. 


Nota 1: por lo general el símbolo *- 


Propiedad asociativa 1: (x + y)+z=x+(y+2). 


Propiedad conmutativa: x+ y = y +x. 


. Existencia del elemento cero: existe un elemento O e X llamado el elemento cero, 


tal que x +0 = x para todo x € X. 


. Existencia del negativo: para todo x e X existe un elemento —x € X, llamado el 


negativo de x, tal que x + (-x) =0. 


. Propiedad asociativa 2: a(fB-x)=f(a-x)=aB-x. 


. Elemento identidad en la multiplicación escalar: 1-x = x. 


Propiedad distributiva l: a-(x+y)=a:-x+a: y. 
Propiedad distributiva 2: (a+ f$)-x=a-x+8-x. 


«>» 


de la función multiplicación no se escribe cuando 


se sobrentiende del contexto. 
Nota 2: a los números a, f € IR, generalmente, se les llama escalares. 


Ejemplos 


La línea real (el conjunto de todos los números reales) con las operaciones usuales 
de adición y multiplicación es un espacio vectorial que usualmente denotamos 
por IR. 


El conjunto de todas las parejas ordenadas (x1, X2,...., X») de números reales x;, 
X2> ».., X, con sumas y multiplicaciones escalares definidas por 


(X1X2, +. Xp) + (Y) Y2 +. Yn) = (41 + Y X2 + Y2) >>> Xp + Jn) 


A E a Na 
es un espacio vectorial que llamamos el espacio IR”. 


El conjunto de todas las funciones reales y continuas definidas en un intervalo 
[a, b] con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicación de fun- 
ciones por números es un espacio vectorial que, por lo general, denotamos por 
Cia. bl. 
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A.15.2. Dependencia lineal, independencia lineal y combinación lineal 


Diremos que los elementos x, y, ..., w de un espacio vectorial X son linealmente depen- 
dientes si existen unos números «, f),..., y, no todos iguales a cero, tal que 


ax + By+--+yw=0. (A.2) 


Si no existen dichos números «, $, ..., y, entonces, diremos quelos elementos x, y,..., w 
son linealmente independientes. En otras palabras, los elementos x, y,....,w son lineal- 
mente independientes si y solo si (A.2) implica que a = f =--*=y=0. 

A la suma ax + By + --- + yw le llamaremos una combinación lineal de los elementos 
Ni WEX 


A.15.3. Espacio normado y norma 


Dado un espacio vectorial X, denominaremos a un funcional || - | : X > ¡Runa norma 
(en X) si para todo x, y e X, el funcional | - || cumple con las siguientes propiedades: 


1. [lx [| > 0 para todo x e X, donde ||x[| = 0 si y solo si x = 0. 
2. llax|| = |a|l|x | para todo x e X y todo escalar «.. 


3. Desigualdad del triángulo: [lx + y|| < |x| + | yl. 


Llamaremos a un espacio vectorial X equipado con una norma [| - | : X > ¡Run 
espacio normado. 
Ejemplos 


+ La línea real IR se vuelve un espacio normado si hacemos |x[| = |x| para todo 
número x € X. 


+ El espacio vectorial IR” es un espacio normado si definimos en él la norma 


n 
|x| = Ñ 2% 
¡21 


para todo elemento x = (x], X2, ..., Xx.) en IR”. 


» Alternativamente, podemos equipar al espacio vectorial IR” con la norma 


n 
[aclla = 2 
¡al 


o la norma , 
[xo = máx. 


+ En el espacio C'[ a, b], de todas las funciones continuas en el intervalo [a, b], po- 
demos definir la norma 


= a tb). 
NA] máx Al )| 
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A.15.4. Espacio prehilbertiano y producto punto 


Un producto punto, también llamado producto escalar o producto interno, en un espacio 
vectorial X, es una función (-,-) : Xx X > RR definida para cualquier conjunto de 
elementos x, y, z € X, con las siguientes propiedades: 


1. (x,x) > 0 donde (x,x) =0 si y solo si x = 0. 

2. Propiedad conmutativa: (x, y) = (y,x). 

3. a(x, y) = (ax, y) para a e R. 

4. Propiedad distributiva: (x, y + z) = (x, y) + (x,z). 


Un espacio vectorial X con un producto punto definido en él se conoce como espacio 
prehilbertiano (pre-Hilbert space o inner product space en inglés). 

Tenga en cuenta que la notación (x, y) o (x, y) es común cuando se habla en térmi- 
nos generales del producto punto; sin embargo, cuando x, y € IR”, es decir cuando x 
y y son vectores del espacio euclidiano 1-dimensional, la notación usual del producto 
punto es x : y. 

Teorema. Un espacio prehilbertiano X se vuelve también un espacio normado si lo 


proveemos con la norma 
lx = (ox) 


para todo x € X. 
Demostración: ver, por ejemplo, Kolmogorov y Fomin (1970, p. 142). 


Ejemplos 
Son ejemplos de espacios prehilbertianos: 


+ El espacio IR” con el producto punto 
(x, y) =x- y = Y xy. 
i=1 
+ El espacio C%| a, b] con el producto punto 


Eo=  OgWV 
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A.16. Algunos conceptos de álgebra lineal 


A continuación, se repasarán algunos conceptos de álgebra lineal. 


A.16.1. Valores y vectores propios 


Suponga un vector v + O y una matriz A de tamaños n x 1 y n x n respectivamente. 
Al multiplicar la matriz A por el vector v, esto es, Av, obtenemos otro vector que es 
básicamente una rotación y un escalamiento del vector v. El objetivo es encontrar un 
vector v tal que solo se alargue o se contraiga bajo el efecto de la matriz A y que no rote. 
Esto se representa matemáticamente como 


Av = Av. 


Desde este punto de vista, se define como el vector propio o autovector (eigenvector en 
inglés) v de una matriz A, a aquel vector no nulo tal que este no cambia de dirección 
cuando se multiplica por dicha matriz A. Como se dijo, el efecto de la matriz A sobre 
v es alargar o contraer el vector v sin cambiar su dirección; así pues, el valor propio o 
autovalor (eigenvalue en inglés) 1 mide el cambio de longitud de v a causa de la matriz A. 


A.16.2. Polinomio característico 


Recordemos que el problema de valores y vectores propios se puede escribir como Av = 
Av o alternativamente como (11 — A)v = 0; dado que v + 0, la matriz AI — A es singular 
y, por lo tanto, su determinante es nulo, es decir det(1I — A) = 0. En este orden de ideas, 
el polinomio característico de una matriz cuadrada A de tamaño n x n se define como 


PA, 1) = det(A1— A) = (1- AJA -2)(A- 2), 
y cuando este se iguala a cero obtenemos la ecuación característica de la matriz A: 
pi(A, A) = det(1I - A) = O - AJA = d) A - An) =0; (A.3) 


en otras palabras, las raíces A;, para i =1,2,..., n, del polinomio característico p son los 
valores propios de la matriz cuadrada A. 

Alternativamente, teniendo en cuenta que Av = lv es equivalente a (A— 1D)v =0, 
también podríamos definir el polinomio característico de A como 


added De0 0 (A.4) 


Observe que p¡(A,1) = -p2(A, 1), lo cual para propósitos prácticos en el cálculo 
de los valores propios es indiferente; sin embargo, la definición (A.3) siempre resultará 
en un polinomio cuyo coeficiente principal (el término que acompaña a 1”) en todas las 
ocasiones será +1, esto es, resulta en un polinomio mónico. Por otro lado, la definición 
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(A.4) resultará todas las veces en un polinomio cuyo coeficiente principal es (-1)”; por 
ejemplo para n = 3, tenemos que 


pL(A, A) = GA? - 0 + A + 13)1? + (A, + Az + 2M223)2 0 MAA; 
p2(A, A) = =A* E O; E A =l 43)2? = (A, E Az DU M223)2 E MAA. (A.5) 


Tenga en cuenta que Matlab y Python (numpy) emplean la definición (A.3) del poli- 
nomio característico, mientras que Maxima emplea la definición (A.4). 


A.16.3. Cosenos directores 


(a) (b) 


Figura A.5. Cosenos directores asociados al vector 1: 
(a) vector sin normalizar; (b) vector normalizado. 


En relación con la figura A.5, los cosenos directores de un vector n son los cosenos 
de los ángulos entre n y el sistema de coordenadas ortonormal con respecto al cual se 
define n. Alternativamente, son las componentes del vector unitario A asociado a n. 

Por ejemplo, en el caso tridimensional, considere el vector n = [n,, n,, n,]”, el cual 
se puede expresar como n = ny 1 + nj + n¿k, donde Lí, ” k) es la base estándar en el 
espacio IR3. Los cosenos directores son los componentes que resultan al normalizar el 
vector n, de modo tal que 


nx 


Mx 
[mn] ./n+ra+ 


a=cos0; = 
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fP =cos0 = 4 = de 
2 
¡EA! META A A 


Ma n, 
[ml ./n2+ MER 


y, por lo tanto, ñ = [a, f, y]”. De esta forma, a, ff y y son los cosenos directores de ñ. 


y = cos 0; = 


A.16.4. Proyección de un vector sobre otro 


Proy a/b 
Figura A.6. Proyección del vector a sobre el vector b. 


Con referencia a la figura A.6, la proyección vectorial del vector a sobre el vector 
b, denotado por Proy a/b, es un vector con la misma dirección que b y con longitud 
[a cos 9, donde 0 es el ángulo entre los vectores a y b. Cuando 0 no se conoce, se puede 
calcular este a partir de la ecuación: 
a:b 


cos O = ——. (A.6) 
[al [b/ 


Por lo tanto, la longitud de Proy a/b está dada por 


a-b  a:b 
[al cos 0 = [a] TE 
[alto] [6] 
Como Proy a/b tiene la misma dirección de b, entonces Proy a/b = eb, donde b := 1er 


es el vector unitario en la dirección de b. En conclusión, 


a:b 
Proy a/b = —b. 
í bl? 
Por último, la proyección ortogonal (project rejection en inglés) del vector a sobre el 
vector b, denotada por Proy, a/b, se calcula como 
a-b 


Proy, a/b = a— Proy a/b=a- Tap? 


APÉNDICE 


El sistema de álgebra computacional 
Maxima 


El siguiente texto fue tomado de http://maxima.sourceforge. [»] DES 


ÉS 


net/es/ _ 


Maxima es un sistema para la manipulación de expresiones simbólicas y numéricas, in- 
cluyendo diferenciación, integración, expansión en series de Taylor, transformadas de 
Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas de ecuaciones lineales, vectores, 
matrices y tensores. Este programa genera resultados con alta precisión, mediante el em- 
pleo de fracciones exactas y representaciones con aritmética de coma flotante arbitraria. 
Adicionalmente, puede graficar funciones y datos en dos y tres dimensiones. 

El código fuente de Maxima puede ser compilado sobre varios sistemas operativos 
como Windows, Linux y MacOS. El código fuente para todos los sistemas y los binarios 
precompilados para Windows y Linux están disponibles en el administrador de archivos 
de SourceForge. 

El programa Maxima es un descendiente de Macsyma, el legendario sistema de ál- 
gebra computacional desarrollado a finales de 1960 en el Instituto Tecnológico de Mas- 
sachusetts (MIT). Este es el único sistema basado en el esfuerzo voluntario y con una 
comunidad de usuarios activa, gracias a la naturaleza del open source. Macsyma fue re- 
volucionario en sus días y muchos sistemas posteriores, tales como Maple y Mathematica, 
estuvieron inspirados en él. 

La rama Maxima de Macsyma fue mantenida por William Schelter, desde 1982 hasta 
su muerte en el 2001, quien en 1998 obtuvo el permiso para liberar el código fuente bajo 
la licencia pública general (GPL) de GNU. Gracias a su esfuerzo y habilidad, Maxima fue 
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posible y estamos muy agradecidos con él por su dedicación voluntaria, por su gran 
conocimiento y por conservar el código original de DOE Macsyma vivo. Desde su paso 
a un grupo de usuarios y desarrolladores, Maxima ha adquirido una gran audiencia. 
Para más información sobre Maxima, se refiere al lector a la página web: http:// 
maxima.sourceforge.net/es/documentation.html. 
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APÉNDICE 


El lenguaje de programación Matlab 


Matlab es un lenguaje de programación, utilizado con frecuencia en la academia y en la 
industria para el cálculo numérico, el análisis de datos y el desarrollo de algoritmos. El 
matemático Clever Moler (1939-) fue profesor de álgebra lineal y análisis numérico en la 
Universidad de Nuevo México. Moler desarrolló en las décadas de los setenta y ochenta, 
y como proyecto en su tiempo libre, una plataforma para hacer cálculos con matrices 
de una forma amigable e interactiva, que permitía a sus estudiantes acceder a las fun- 
cionalidades de las librerías de álgebra lineal numérica Linpack y Eispack, sin tener que 
escribir complicadas rutinas en Fortran y sin la necesidad de compilar continuamente 
los programas; sin embargo, dicho software no era un lenguaje de programación, era solo 
una plataforma para el cálculo con matrices. Dicha plataforma se llamó posteriormente 
Matlab, acrónimo de MATrix LABoratory. Más tarde Jack Little, un amigo de un estu- 
diante de Moler, sugirió la creación de un producto comercial basado en Matlab; ambos 
iniciaron entonces, junto con un amigo de Little llamado Steve Bangert, la creación de 
un lenguaje de programación interactivo, basado en las primeras versiones de Matlab. 
Dicho lenguaje se promocionó inicialmente en 1984 en una Conferencia de Control Au- 
tomático del Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) en Las Vegas; fue en- 
tonces cuando apareció The Mathworks Inc., la casa comercial que desarrolla Matlab. El 
programa Matlab se lanzó comercialmente en 1985 y tuvo un éxito comercial inmediato, 
especialmente porque incluía toolboxes especializados en ciertas ramas de la ingeniería, 
como control o procesamiento digital de señales. 

Desde entonces, Matlab ha evolucionado hasta convertirse en el software comercial 
más conocido en el mundo de la ingeniería y de la academia para el cálculo numérico. 
Hoy en día, soporta decenas de toolboxes especializados, entre los que se encuentran 
los de control, procesamiento digital de señales, estadística, optimización, ecuaciones 
diferenciales parciales, identificación de sistemas, álgebra simbólica, entre otros. Adicio- 
nalmente, hace gráficos interactivos, tiene un ambiente de desarrollo amigable, cuenta 
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con un paquete para el análisis y la simulación de sistemas dinámicos llamado Simu- 
link, tiene funcionalidades para el cálculo paralelo y en GPU, y puede interactuar con 
programas hechos en Fortran, C y Python, entre otros lenguajes de programación. 

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que con el paso del tiempo han aparecido len- 
guajes numéricos alternativos en el mundo del software libre como son GNU Octave, el 
lenguaje R, Python y Julia, que han venido cubriendo su nicho y que lentamente lo han 
empezado a desplazar entre la comunidad académica y científica. 

Excelentes recursos para el aprendizaje de Matlab se pueden entontrar en https:// 
matlabacademy.mathworks.com/es/. 
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Este libro acerca la teoría de la elasticidad al estudiante 
de pregrado de Ingeniería Civil o Mecánica, mediante la 
introspección física-matemática y la deducción paso a paso 
de cada una de las ecuaciones fundamentales de la elasti- 
cidad. De hecho, lo que el libro clásico de Timoshenko y 
Goodier trata en sesenta páginas aquí se desglosa en cerca 
de trescientas. Todo esto con miras a dar al estudiante una 
fundamentación sólida para posteriores cursos sobre el 
método de los elementos finitos, la mecánica computa- 
cional o la plasticidad. 


La presente obra recoge la experiencia docente de más de 
doce años del autor; su escritura se llevó a cabo con la retro- 
alimentación permanente de los estudiantes. El texto hace 
uso del programa libre de álgebra simbólica Maxima, para 
deducir la mayoría de las ecuaciones complejas, y presenta 
códigos de Matlab que sirven para ilustrar numéricamente 
los ejemplos. La traducción de estos códigos a Python se 
encuentra en la página web del autor, en formato Jupyter 
Notebooks. Asimismo, el contenido se complementa con 
videos de su autoría, disponibles en YouTube. 
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